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PREFACIO
Este* caj>j.tu.lo Lien G un caracter i nt roduc tor j o . I,a i nmens a 
may or i. a del ma terrai en -al se encnontra on la Irteralura pro - 
bado y disent i do on una manor a casi. idéntiea a la dada aqvri .
El objet i vo porsccjnido al incluirJo no es solo ha cor fjuc 
la tosis sca cscnciaimante autocontcmida, sino también cla­
ri ficar un punto de vista sobre problemas dinamicos; el én - 
fasis os, por tanto, en scloccionar las ideas fundamentales 
y sus rolaciones, mostrar solo cl esciueleto de la teoria y 
dar referoncias a Ios lugares dondo pueden encontrarse de;;a- 
rrollos mas compietos y précises.
En cuanlo al nivel de pro requis i Los , cons is tcntementc lie 
utilis.ado s i n rcfcrir a la literatura 1 os rosu 1 tados que a - 
pareccn,bien en el volumcn 1 de los libres de M. Reed-B.Ci mon, 
on ci libjo W. Rudin do Anâlisis Real y Comp]cjo,o en el 11 -
bro de llalmos de teoria de la medida; todos los de ma s licct.os 
estân roferidos en la bibliografia.
II El forwalismo y sus interpretseiones
La teoria ergôdica pucdc dciinirse (1) como el estudio de 
las propiedades estadisticas de los î-istemas deterministicos.
Sus métodos son esencialmente de dos tipos: blandos (too- 
ria abstracta de la medida y anâlisis funcional) y duros (pro 
piedades geométricns , topologia, etc.)
Mi opinion es que la teoria blanda tiene un nücleo bien 
definido consistante en très teorcma;; (de recurrencia de
H. Poincaré, ergôdico de J. Von Neuman y ergôdico de G.D.Dir- 
Khoff) y los métodos ligados al concepto de entropia.
La situaciôn de la teoria dura es menos estructurada. Hay 
muchos métodos; pero de aplicabilidacl limitada la mayoria.
Sin embargo,los métodôs ligados al concepto de hiperbolici- 
dad permiten desarrollar una teoria sistemâtica de una gran 
amplitud, riqueza y belleza. Sus resultados y técnicas son 
bâsicos para otros métodos. Ademâs, encajan muy bien con los 
métodos duros. Otro aspecto interesante es que recientemente 
se ban descubierto nuevas aplicaciones, con lo que -y es to 
es extrano en ciencia- es una teoria cobcrente, que todavia 
tiene puntos abiertos. Por ello, es el ûnico metodo duro que 
voy a describir en este capitule introductorio. En el tercer 
capitule se cxplicarâ otro método, que crco también es muy im 
portante: la teoria de perturbacioncs a la K.A.M.; sin embar­
go, este capitule tiene un caracter mcnos expositorio, pues
i
0.1 ol)jot iVO os prosentar l osul.tados oi: Icji na.lcs y , las ox- 
piicacioiios gonernles cjuo so dan son mas persona 1 os y do 
acoplaclon monos generalizada.
Una observae.ion que es necesar.io tenor on ciicnta es que, 
en gone val, los métodos blandos, por si solos, a pesar de 
-tiuizâ o causa de- la gran abs trace ion que tienen y que los 
bacon particularmente f asc.inan tes , general mente , no resuel- 
ven nada. Son util!simos para proporc.i.onar, digamos, la os- 
trateg.i a. del anâlisis pero con grain frecuencia, en contra 
de lo que se pensaba en los comienzos de la teoria, las di- 
iicnrltader, leales son tact i vas .
Un aspecto ciertamente ospinoso <3e esta tcoi/a, es el de 
su interprctacion fisica. Como todo el mundo sabc, esta 
teoria se introdujo como fundament os de la te r. mod i nâm i <:a . 
Desgrac.i adamente, cuando liubo las controversias f undaclona- 
1e s sobre la mecanica estadistica, liabia elemontos de infor- 
macién inviy importantes que faltaban, (notablemente, las tran 
siciones de fase y cl limite tcrmodinâmico). Creo que el 
trabajo iniciado esencialmente por Stuelle y colaborado es 
en los 50 ha clarificado aspcctos csenciales aunque, de 
modo sor jvrendente (y exaspérante) bu s i do ighorado por I o­
des 1 os escritores de libres de tex1 o . Mas avm, los libres 
de texte,en general,todavia vacilan en cl formalisme a 
aplicar.
El tcorema de recurrencia de Poincaré, se présenta c'omo 
una paradoja, dândole una interpret ai d o n  que ya Poincare 
dudaba y que Gibbs y Einstein eliminaron. Desgraciadamcnte 
esa dificultad conceptual aparcce como un obstâculo -indu-
so para hacer cdlculos- en mecanica estadistica del no equi- 
librio.
Voy a tratar de mantencrme alejado de esas polemicas has- 
ta cl segundo capitulo, en el que se aplicaran las técnicas 
desarrolladas cn la introduccion a on anâlisis de una teo­
ria fisica -siendo bonestos, habria que decir que esta aban- 
donada incluso por sus proponentes, la unica justificacion 
de incluirla en la tesis es que el anâlisis es original y 
que jugé Un cierto papel en dicho obandono. Aûn asi, la cn- 
cuentro extremadamente ingeniosa-.
El campo, ciertamente, se presta a discusiones filoséfi- 
cas. Para poder estudiar propiedades estadisticas de proble­
mas deterniinistas, tendre'mos que construir un forma 1 ismo 
que englobe a ambos. Dada la antitesis rnetafisica entre 
déterminisme y caoticidad, los expcrimentos y las maternâ- 
ticas son susceptibles de discusién ontolégica y de 
arrojar luz sobre problemas existenciales (2). El autor, 
aunque no totalmente opuesto a esas discusiones, profiere - 
no verse envuelto en ellas en pûblico. (*) (**)
Notas (*)
Sin embargo, le gustaria al autor rclatar la siguien 
te anccdota: Un dia en una fiesta, tuera de su circule de 
amistades, conocié casualmente, a un bombre de négociés,ca1- 
vinista convencido y, como tal, profundamcnte atormcntado 
por el problema del determinismo. Tras jugar con una calcu- 
1adora iterando f(x)=l-4x^, cl autor le convenciô de que
- .../
Los objoLos que vamos a estar cons idcrando son los 
r.lSTEMAS DINAMICOS ABSTRACTOS, es decir la siyuientc es truc 
tura :
Un cspacio 
a Un a alqcbra fâ- en JC)_
Una medida jji en ^  (XL^ — "i-
Unn trans foi mac ion medible que préserva ^  
es decir / V  ^  ^
Lo que vamos a investigar son los modos do establecrr re- 
.laciones entre propiedades de T y de ^  .Muchas veces, el 
dato sera T, y el objetivo ser a conocer propiedades de ] a. ; 
y~'s - Otras veces, sera al rêvés, sera dada y nos pro - 
guntaremos por proj;)iedades de las T que la preservan.
Se comprende que las técnicas serân scmejantes
.../(*) eso era indistinguible cmprrrcamente si no se h a - 
c.{ an los expcrimentos adecuados, claro-de un pro ce so alea- 
torio. Unos dras mas tarde, el autor rocibié una nota de 
agradecimiento de este conocido casual dicicndo que esa 
charla habi a puesto fin a ahos do tor turas morales. Aunque 
el autoi no eutiende muy bien los argumentos envucltos, 
cicrtamen te, quedé satisfecho y orgulloso.
Advcrtencia
Aunque no es necesario en todos los argumentos, supon- 
dré en algunos do ellos que Xt  es compacte y normal, es 
CP-algebra de Bore 1 (de modo que las mcdidas son el dual de 
las funcibnes continuas) y que _fL es separable de modo 
que es también separable.
Desgraciadamcnte, hay una sutileza que hay que mcncionar, 
En algunoé argumentos nos gustariaqile nuestreis medidas fue- 
sen complétas, es decir, que los subconjuntos de medida 
cero, sean tam))icn de medida cero. Si tenemos f i j a una medi­
da, nada mas sencillo qu e .inc]uir en todos los subconjun­
tos de conjuntos de medida cero.
Si hablamos de dos o mas medidas, es muy posible que no 
nos interese tener que définir la segunda medida en t.odos 
los conjuntos nulos de la primera.
Una de las ventajas de utilizar sistematicamente el teo- 
rema de Riesz en la cons truccion do medidas es que esta di-
(**) Como punto relacionado le gustaria cornentar el hccho 
que esta emergiendo un nuevo "paradigma" procisamente el 
siguiente "leyes de movimiento sencillas pueden dar origen 
a movimientos muy complicados" curiosamente, ya era cono­
cido por H. Poincaré y G.D. BirlcholTf, pero fué sistemâtica- 
mente ignorado por los fisicos que solo ponian cn libres 
aquellas ecuacioncs que podian resolver exactamente y, ten- 
dian a creerse que eran todas.
Desde luego, la emergencia de este paradigma no se a j us-
ficniltncl quoda super a da (aparté, por supucsto, de las inâs 
obvi as de facilidad cn i as construcrcionos y que ] a inter - 
prêtacion fisica es mûs intuitive).
Una i nterrvretacion que es posilric tener es la siçjuien-
tc:
SISTEMA DINAMICO GLASICO
jQ_ es d  cspacio de las fases de un sisteina inecânico 
(o una suj.'crficie de onergia constante)
] a tr-aigebra usual de con j uni os Korel (cornpl et.ada)
J-t la medida de I.iouvillc ..
restriccién a la superficie de enerqia constante)
\ la coirrespondenci a que a cadra punto a s oc i a su imn- 
gen tras un segundo de evoluciôn laainiItoniana.
El teorcma de Liouvilie, garantiza, on este caso, que 
la medida se préserva».
...(**) t;in ni a los esquemas de Kvihnianos ni a los de
I.akatoG ni a ninguno que el autor conozca que baya sido 
propuesto.
' 9
Es do notar que aqui hay otra prepiedad importante:
^  es una medida do Dorel, y asccia medida positiva a 
c o njuntos abiertos.
Es costumbre decir entonces que es una medida topolôgica.
Dentro incluso do la mecanica, caben otras interpréta - 
clones, por ejemplo _TL una superficie de secciôn y y. la me­
dida inducIda por la medida de Liouville y el flujo.
Mas interesantes son, sin embargo, las siguientcs inter- 
pretaciones
PROCRSO.S ESTOCASTICOS ESTACIONARTOg
Un proceso cstocâstico es una sucesiôn de variables alea- 
torias que toraan valores en un cierto conjunto 
(digamos +
Podemos pensar en como el resultado de realizar un
cierto experimento aleatorio on el tiempo i. (Para simpii-
ficar supondremos que hay solo dos posibles resultados de 
cada experimento,como llamarlos cara o cruz dj. un cierto 
aire vicioso y, ademâs no se traduce bien al inglés, los 
denotaremos por 4 1 y -1)
Es natural, considerar el cspacio de las realizacioncs 
del proceso tj
X L  = +
Considérâmes cl proceso bien carncterizado cuando pode­
mos définir las "funcioncs de distribuciôn finite dimensio- 
nales". Es decir
30
p», {   * b  =
(3c modo quo satisfagan las condicioncs de conipatibili(3ad 
obvias.
No es di fi cil pro)aar cn este caso cpie bay una uni ca me­
dida défini da en la menor (t-élgebra conteniendo todos los 
conj unLos cilindricos (es decir, aquellos obtcnidos espoci- 
ficando un nvimero fini to do çoordenadas y dejando libres 
las demas).
10s de notar cjue, en contra do la intuicién elemental 
este tipo de pro)ilemas es no trivial (ver un ejemplo en 
(3) pagina 2 5).
Talcs fenémenos no son s implemcnte una patolog :f a mate- 
mâtica y, tienen profundas consecucncias fisicas -sobre to­
do en la siguiente interprctacion que. dis cuti rcmos-.
Asi que darcmos uua prueba complota en este caso.
La prueba esté adaptada de (4) y es un argumento muy 
ûtil, aunque no el mâs econômico en este caso sencillo. En 
otros c;\sos, sera indispensable un argumv/nto do este tipo.
Ib;ue3a<'v de la extension
Observâmes que {-1,4-1 } es comj>acto con la topologia 
discreta.
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si le damos a XL la topologia producto de Tichonov es 
ttimbien un conjunto compacto. Por la propia definiciôn de 
la topologia, los conjuntos cilindricos son una base de en- 
tornos.
Consideremos P  cl algebra de funcioncs continuas que 
dopenden de un numéro finito de çoordenadas
■ /  f  continua^ =
Las probabilidadcs finito-dimensionales nos permiten 
définir un funcional.
p • r  —  ^(R
Ahora bien, p  sépara puntos y, por el tcorema de Stone- 
Vleirstrass, es densa en
P  tiene norma mener que 1 sobre XL- y, por tanto, se 
extiende de una manera ûnica. Por el tcorema de Riesz ese 
funcional es una medida, que un memento de reflexion Uiues- 
tra satisf ace todas las condiciones que pedimo.sz
Definiciôn:
Se dice que cl proceSo es estacionario cuando
P i{  / L  -
La interprctacion de esta condiciôn es una sccuencia fi­
nite de datos, nos lleva informacién sobre el tiempo en que 
fué extraida.
Se comprende que si el promedio de unos y menos unos cam-
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biaso con el ticnipo, dado una secuencla de -digamos 10.000 
sucesos- podriamos conjeturar cuando fué cxtraida.
Aunque cl promedio cn si no cambiasc, si cambiase en co- 
rrelacion podriamos deducirlo igualmcnte.
Gi ro modo, ligeramento mâs sofisticado do decir lo mi smo 
-peio que subraya la analogic con lo anterior- os la siguien 
te:
I n t rod u % ca mos la siguiente f uncic'U (que obviamonlc es 
medible) en el esiiacio de sucesionos.
El proceso es estacionario si y sélo si la medida que lo 
describe en cl cspacio de realizacioncs, os invariante 
ba jo Y
MEC:AÎ1 ICA_ EST^llSTICA NTT)IM QNAIîM
Otra interprctacion posible es Ja siguiente
Podernos intorpretar _Q_ = ‘{-1 como el espa-
cio de las configuraclones de un cristal unidimensiona1 de 
âtomos con spin 1/2.
Una medida cn Xi. es un estado tcrmodinâmico. Su inter- 
prctacién fisica os una régla que, dado un observable que 
dépende de la configuracién, le asocia su promedio termo- 
dinâmico i.e. el valor que observamos si hacemos un expe­
rimento.
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De particular importancia son los estados de equilibrio, 
correspondicntes a que el cristal esté en equilibrio térinico.
Si los spines no interaccionan ni entre ellos ni con un 
campo externe, la medida que représenta cl estado de equi­
librio es
P" { ---
Si hay interacciones, la situaciôn pucde cambiar (radi- 
calmente si la interaccién es de largo alcance).
Mucha veces, cn termodinâmica estamos interesados parti- 
cularmente en sistemns homogéneos, ello se corresponde con 
que el estado sea invariante bajo traslacion.
Hay que notar que, aunque la interaccién sea invariante 
bajo traslacion, pucde que baya estados de equilibrio que 
no lo.sean.
Si la interaccién es invariante bajo traslacion, el tras- 
ladado de un estado de equilibrio sera también de equilibrio. 
Pero (a menos que sélo baya un estado de equilibrio) no bay 
ninguna razén para pensar que deba ser el mismo.
Un ejemplo a tener en cuenta poâian ser los cristales 
antiferromagnéticos o -este es todavia un problema abierto- 
por que âtomos interaccionando medinntc interacciones que 
son invariantes por el grupo de Galileo tienen estados de 
equilibrio- si es que los tienen- que son cristales, inva­
riantes por un grupo mucbo menor.
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En djnâmica, sin embargo, cslarcmos interesados en casos 
en los que solo liay un estado de equilibrio que, por tanto, 
sera invariante por traslaciones.
Las medidas que describon una si tua c ion de equi] i lirio se 
llaman medidas (o estados) do Ciblas y el me j or modo de ca - 
racteri zarlas es mediante las ecuacioncs D.L.R. (Dobrusliin, 
Ijaiiford, Ruelle) (5).
Estas ecuacioncs son un método natural de dar sentido a 
la formula de Botzmann-Gibbs
e - " A T
La dificultad do intorpretar esta formula esté cn el lie - 
clio de tpie queremos trabajar con configura ci ones de si ste­
rna s infinités (de otro modo no )iay p. e j. trans Iciones do 
fase). Pero para estos sistemas, la encrgia sera infini ta.
La idea detras de ellas es la siguiente. Si cspccifica- 
mos la configuracién fuera de un conjunto finito podemos 
définir mediante la formula de Boltzmann-Gibbs las probabi- 
lidades de diverses configuracioncs eny\ .
Damos asi, las distribuciones fi nito dimensionales con- 
dicionadas a la (T-algebra de variables f uera do .
Se comprende que aqui, los prolalcmas de existcncia y uni- 
cidad van a ser no triviales y van a dependor de la interac­
cién. Lo interesante es que las "patologias" sehaladas ante- 
riormente corrosponden a fenémenos fisicos. Hay interaccione; 
que no define una termodinâmica y liay interacciones para las
15
cuoles hay varies estados de Gibbs.
Comentarios
Como adverti antes, notemos que en la primera interpre- 
taciôn, ya tenemos la medida invariaite -la de Liouville- 
y queremos investigar que propicdades fuerza en las funcio- 
nes que la preservan. En la segunda, tomamos como dada la 
transforma ci on y queremos ver que medidas invariantes liay 
y que propiedades tienen.
Desde el punto de vista matemâtico, una vez que tenemos 
una estructura, el primer problerna que salta a la mente es 
clasificar todas las posibllidades que pueden suceder salve 
morfismos de la estructura. En toda su generalidad, este es 
un problerna muy dificil, y que, desde luego, no esté resuel- 
to,-ni hay esperanzas en un future proximo- sin embargo, es 
un problerna que es util tener présente.
El llamado programa de Smale (6) -aün hoy lectura obli- 
gada para quien se interese en el tema- proponla precisamcn- 
te clarificar, no todos les sistemas, pero si una parte rna- 
yoritaria de elles, aunque preservando no solo la estructu­
ra de medida sine una topologia también, es decir, queria- 
mos estudiar todo, no salve cambios de coordenadas medibles, 
sine solo salve cambios de coordenadas continuas (aûn bay 
una version mas débil, la .fL-conjugacion) .
Cuando discutamos técnicas duras, veremos que la técnica 
importante es precisamente un truco para probar -entre otras 
cosas- que sistemas como billares, cl gas de Lorentz, o el 
gas de esteras duras (la prucba aun no esté compléta) son
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équivalentes, bajo un cambio de coordenadas medible a un os 
tado de Gibbs -de hecho, podroinos probar rnâs-.
Si se toMia el punto de vis ta que estâmes discutiendo de 
considorar équivalentes dos sistemas que son équivalentes 
bajo cambios de coordenadas que preservcn medidas,bay que 
advertir que la intuicién que di no es invariante bajo di- 
clios cambios. Un ejcmplo aclararâ lo que quiero decir con 
este. • a
Consideremos cl modelo de Ising con bamiltoniano 
*^~^^i^iil de interacciôn a vccinos mas proxirnos.
la intuicién que antes recomcndé tencr présente, es la 
de un sislema en cl que el future esta condicionado por cl 
j)asado, pci o solo Icvernente.
lin embargo, si en vez de describir el sis tema mediantc 
coordcnadeis Xj utilizaseï 
se nos niostraria desacoplado.
las denada . emos Y. - X. X.,. el sis tema
3. . 1 j.l-1
Hay un argumente standard para roducir intoraccionos de 
a lean ce finite (digeunos n) Hay intcracciones de vecinos mâr 
préximos. Consideremos variables que tornen 2" valores ro- 
rrespond j endo a las 2 " cadenas de longitud n que j:)odenu)s 
formai.-. Se entiende que es .1 o mismo asociar una do estas 
"supervariables " a un " supojrs i tio" -que es un sitio normal 
de coordenada multiple de n -que el si s tema orig.inal. El 
supersistema es, sin embargo, de vccinos rnâs préximos-spin 
2 " , sin embargo-.
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Si las intcracciones son de soporte infinitainonte largo, 
pero decreciendo suficienteinente rdpido, se coniprende que 
podrcmos aproximür arbitrerlamente bien el sistema por intc­
racciones de alcance finite. Ahora bien, estas interaccio - 
nés son desacopladas.
Curiosamente en dinâmica el lema clave del teoroma de 
Ornstein (?) -que discutiremos en la secciôn de entropia- 
es precisamente que un sistema satisfaciendo esta condiciôn 
se puede desacoplar completamente. . .
Si se hace todo con cuidado, por ejemplo, para interac- 
ciones a pares basta suponer
r & kv) ^ “°
T V
Mas aun, haciendo un pequeno argumento extra, estas con- 
sideraciones permiten probar que el estado de Gibbs es vmico 
-que las ecuaciones D.L.R. tienen soluciôn ûnica-. Este es 
el famoso teorema de unicidad de Dobrushin probado asi, me­
dian te técnicas de dinâmica (8). Mas adelante, tendremos 
ocasion de probar en"mâs detalle teoremas de dinâmica uti- 
lizando técnicas de mecânica estadxstica. Aunque se cite 
abora, las técnicas necesarias para esta prueba no las des- 
cribiré basta la seccién sobre entropia.
10
III Los arquincntos fundamental es de la t noria blanclg
.Ei_tcprcma_de JKr%]^^
El objchivo do este teorema es probar que todas las trans- 
formaciones tienen una medida invariante. La ventaja de este 
argumento, es que es una construccion casi explicita y que 
se puede cont.rolar bastante para dar propiedades de las me­
didas que construyamos.
Aparcce en muclios otros teoremas; en estas notas, la ver­
sion del teorema-do Von Neumann que discutiremos que discu- 
tj remos, también utili za un argumento de este tipo.
Toororna : SeaXX t a1 que sat isface las condici ones del
formalisme, y 'f ; .Q.— medible. En ton ces hay una medida 
de probabi 1 idad invariante bajo V|>
*
Prucba : Definamos i|) actuando sobre las medidas del
siguiente modo
Es fâcJ 1 cornprobar que
. |ji es Y -invariante si y solo si ^ ~
, tÇ* api ica medidas de probabil idad en medidas de 
probabilidad
Escojamos una medida de probabil idad cualquiera 1^ y 
formemos
Para una  ^6 C (^) cualquiera, J f Aw esté acotada 
y podremos escoger una subsucesion que converja.
Utilizando un truco diagonal, podcinos escoger esa 
subsucesion de modo que converja sobre un conjunto nu­
merable que sea denso.
interpretados como funcionales son equicontinuos 
de modo que esta sucesiôn converge; â sobre todas las fun 
clones continuas. Llamemos al limite V
Esta medida es invariante puesto que
Integremos respecto a una funci’ôn cualquiera y tomemos 
limites.
Notese que Ib que estâmes haciendo es utilizer el 
teorema de Banach-Alaoglu (las medidas de probabilidad 
son un con junto compacte en la topologia débil*) y que 
esta topologia es me*trizable, con lo que podemos extra- 
er subsücesiones.
Esta ultima parte del argumento, no es necesaria pues 
to que podiamos haber probado la existencia mediante otros 
metodes ( por ejemplo cl teorema de Schauder-Tichonov),
La ventaj a de hacerlo como lo hemos hecho aqui, es 
ya dije antes,que todos les pasos se pueden contrôler y, 
por ejemplo, es posible discutir propiedades de la mcdj^ 
da asi construida.
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Siguiendo este argumento se puede probar.
S upon go mos que 4*^  1 es fibsolutainente continua con rcs- 
pccto a la medida |A y que sus densidadcs son siempre men or es 
que una tune ion t‘rv independiente de n.
Entonces, existe una medida invariante absolutamente con­
tinua res|)eclo a jjt .
Este es cl tcoiema a bs trac to que cstiî de t ras de los tia- 
bajos de Mi siurewicz (9) sobre medidas de mapas del interva- 
lo. También es instructivo comparer el teorema abstracto,con 
la tactica do la prucba.
Otro argumento muy semejante apareco en (10) (11)
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EL TEOREMA DE RECURRENCIA (Poincaré)
Sea A  un conjunto de medida pôritiva. Entonces, existe 
un conjunLp A contenido en A y de la misma medida tal 
que si X é  A ,entonces visita A un numéro infini­
té de veces.
Prucba
Llamemos Bn al con junto de puntos de SI. que en el tiem- 
po n estân en A ,pero no lo vuelven a visitai: mas.
Es decir
G),.:: n
Claramente tenemos
de modo que todos los Bn tienen la misma medida.
Por otra parte
f e ^ o 6 , v ' = 0  si
De modo que esta medida comûn no puede ser sino cero ya 
que la union de todos los Bn ,-que son disjuntos e igual 
medida r-^estâ contenida en un con j unto de medida fini ta.
Ahora bien, los puntos que visitan en el futuro un
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numéro infini to (le veces es precisamente
Dificil es sobrecstimar la capacidad polémica de este 
teorema (12). De acuordo con lo prometido, guardaré una dis- 
cusién de sus interpretaciones para el siguicnte capitulo.
Dé jose, isin embargo, mencionar que las aplicaciones son 
muclio mâs potentcs si se api ica en tandem con argumontos de 
categoria (13)
Como veremos en su lugar, puede deducirse fâcilmente del 
teorcma de Bi rkho f f .
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TEOREMA DE VOK NEUMAN
La version que voy a discutir de este teorema es mas cercana a 
la version de Yosida que a la de Von Neuman.
La version de Von Neuman.- hipôtesis ioâs restrictivas- pueden 
encontrarse en Red-Simon. Sin embargo, es divertido notar que la 
prueba original de Von Neuman era mâs complicada.
La razôn de incluir esta version es que la 'tuve- que utilizar 
-y que redescubrir-en algân momento y que, creo subraya la unidad 
de la teoria ergodica: complicamos el argumento de Krilov-Bogo] iju 
Bov, y damos un resultado mâs preciso y tenemos un argumento, que 
es bastante mâs flexible que eï argumento de Von Neuman.
El lector puede divertirse tratando de debilitar alguna liipote- 
sis extra en este enunciado.
Teorema
Sea X un ospacio de Banach, reflcxivo y separable
. U : X— Vx
un operador tal que || u" || K<“ Para todo n 0
Entonces
A X " —  U^ X Hx Para todo x
" k^O
Mâs aun -se sigue de lo anterior:
II* = nu = un = n
o sea que n es proyecciôn sobre el espacio de vectores tal 
Ux = X
que
Prucba
Observemos quo el resultado es trivial si x es ital (;ue
U X = X
o si X Ç Ran (b - I)
(En este caso la suma cancela casi todos los térininos igua. que 
cuando se suman series geométricas, de modo que cl limite es cc-
ro) • i
Llamemos al primer espacio y X^ al segundo.
Di go que:
Estes dos espacios tienen interscccién trivial 
(de modo que se puede hablar de X^  ^©  X^ ) y ademâs, Xj/ ©  es den 
so on X.
La primera propiodad se obtiene de que cuando x & X^, 
lim. X - X,y que, cuando x e X^ lim. A^ x = 0.
(Notese que usâmes J| j ^ ^  K) .
La segunda propiedad es interesante incluse en dimensiôi finl-
ta, asi que la discutiremos primero ch este caso.
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Si la dimension es finita,podrcmos nsar la forma canénica de 
Jordan que tendra bloques conteniendo 1 's
1 0
0 
. 0
1
1 1
yV.
La existencia del bloque
r \
1 1
. 1
1
V  y
Es incompatible con la acotacion uniforme de u" dado que;
( 1 1 n  ^ 1 ntl n . .
. 1 . . •
. 1 . . n
. n+1
1 . 1
i y
De modo que el unico bloque que hay es:
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1 0 
. 0 
. 0 
. 0
■ ‘ 7
asi que X ~ Ker (I-U) ©  Ran (U-1)
Lo que clcVjeri.ainos Lacer en cl i men s ion infinita es un anâloqo 
de la forma de Jordan-
Obviamente, la teoria ospectral, (y de hecho hay un teorema que 
nos dice que esto es cierto (14) )-
La esti:ategia de la prueba que voy a dar es scquir paso a paso 
la prueba de la forma de Jordan en (15). Lo ûnico que a11i, ob- 
jetos cuya construccion se terminaba por la dimension finita, 
aqui habrân de ser reemplazados por objotos construidos utili­
zando un argumento del tipo de Krylov Rogoliubov.
Le nut :
En las condiciones del feorema
^n coverge débilmente a Hx , para todo xrK
Prueba:
De nuevo,invocarcmos el teorema de Danach- Alaoglu, y el 
hcclio de que X es separable con la topologia débi 1 (misma que 
la topologia débil*, ya que X es refloxivo) para obtener que 
existe una subsucesién de modo que
''"K "
converge débilmente a Ilx 
Ya que tenemos que este limite existe, y que
U A = A_ U := A 
"k "k "k "k
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Obtenemos J t U  = 1 1 1 1 = 1 1
Para demostrar que el limite existe, nos bastaria demostrar 
que es unico.
Supongnmos, pues que.existe otra subsucesion
A ^ (débil de operadores)
-A 'T~I'
tembien verifica que Tl lA ~ lA-Tl —  '•
D 3 . o a o c u e
Tomando l£n.ites fj ^  J) ff = f}  ^ TT U = UT] = IT
con lo cual, el limite es ûnico
Ahora, utilizaremos el lema, para probar que
X l  ®  %'L
es denso.
Utilizaremos el lema, aplicado no a X  ^\j[sino a X ^ \A., que 
es facil ver también verifican las hipétesis.
Lo que tratamos de ver que no existe ningûn funcional conti­
nue diferente de cero que se anule sobre X^ y X^ (Teorema de 
Hann-Danach)
*
Supongamos que y se anula sobre X.
= 0  ^ V x -g X
Es lo mismo que decir
(or
Aa f  =  f
Un pequeno cnmbio de sitios y estrellas inuestra que 
A *  _____> 17 ^
 ^ Vv en la topologia debil
de Xl* de modo que T=_
Por otra parte, si
<" X > -  O V - ^  ^ .XdL
<,(L tCewd
1 111  > =  o 
= o
Esto establece el teorema 
Comentario.
Antes di jo que un método alternative para probar qvie
X,^ ^  Xg = X era utilizar una version adecuoda al ter renia es-
peetral. Puede uno pensar que esa version podria recupcrarse del 
argumento que acabamos de dar. De hecho puede hacerse, y ademâs, 
es bien conocido. Todo el teorema espectral puede probarse uti- . 
Jizando algebras de Banach y la prueba viene a ser mâs o menos 
la misma dada aqui.
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CoiTicntario.
La hipôtesis de qu«- X sea reflexive no es satisfeclia en ca­
ses interesantes, como por ej. X = L^
Sin embargo, hay veces que hay argumentes 8/S que dan
el mismo resultado.
Doy un caso concrete
U f ; {x) - U (Y x)
Si es invertible U es uni tarie en L  C X  ademâs
H ^
Podemos aplicar el teorema que hemos aprobado, para demos­
trar que hay convergencia en sentido de sobre
Ahora bien, convergencia L^ implica convergencia L^,
son equicontinuos como operadores L^ L^ y L^ es
denso en L^. Utilizando un argumento t/g obtenemos convergen­
cia sobre todo L^
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TEOREMA ERGODICO DE G.D. DIRKHOFF.
El s.iguiente teorema tiene una distinguida historia.
Aparté de su interpretacion dinâmica, con la segunda inter- 
prctaciôn del formaiismo, es la ley fuerte de los grandes numé­
ros para procesos estacipnarios. En un sentido muy preciso, fué 
uno de los primcros teoremas de diferenciacion de intégrales 
(ver (16) para un desarrollo explicilo de la analogia).
Cuando se dan las hipôtesis para su api icaciôn, supera a los 
teoremas que hamos probado antes en que se obtienen conclusio- 
nes mâs précisas.
Regatear hipôtesis en su prueba hei side* una g ran indus tri a.
Teorema.
Sea f C (TLy 1^ )
Entonces tim-Ah P ( existe para casi todo x,
Ü) «
llA7 -TTf '
Por supuesto, para ^ ^  p oo es solo un caso
particular del teorema de Von Neuman con ^(x) —  (" C
(para 9 ~ -i- ver el segundo comentario)
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Mostretnos aqui que ii) se sique de i)
Claramente
l i f t , ,
por tanto 
Si f €  L°"
(^) ^ r
Por tanto, l a .convergencia puntual garantizada por i) impli­
ca convergencia  ^j_ 4 ^  para toda funciôn ^ G.
(convergencia dominada)
Pero L*® es denso en Y los operadores son equicon­
tinuos
La principal novedad en las hipôtesis, es la positividad del 
operador, i.e. que
W  f ^  O cuando p ^ O
Esta hipôtesis esta crucialmente relacionada al principal 
ingrediente de la prueba que es un lema maximal.
Lema. (Hopf - Garsia)
Sea ^ ^ L * ( r L , p )
Llamemos E^ (g) = X  I O |
E (g) . { x  / A x  ^ G ) > ° j -  y
Entonces }
I  5 . d f * > Ü  f a -Unto ,
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Prucba
Llamemos
jK
Duclo qucî
l u  = â  +9\H
Se tiene sobre E 
Ht "
SovM = ^  1 
y, por t:anto
Inteqrando sobre En
E
Cpt^plaripJL
C  ^ I  4 ^ C  ~
( porque el integrando siempre es positivoj
- f  4 if -
C Por la invariacia. bajo de |A, )
=  J  ^  4- ( S*oi( n
, En. -9. * V
l Dado que fuera de E„, S = O )' n n '
j  -f j  5^  ^ 1*.
Llamemos p  ^ = .j X  / f  ^  P }
- j %  / Lbf A n  f (x) ]
1 O&flEntonces
I ,  H t  >  p r  H ' ' )
f f  A f  ^ o< t ( D " )
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Prucba.
Aplicar el lema maximal a f — p y a o ^ —  f
Noter que este corolario es bastante para probar que el lim. 
sup. A^ (g) (x) y el 11m. inf. A^ g (x) estân definidos casi
doquiera. Lo ûnico que hay que probar ahora es que son los mis­
mo s
Si no hubiese mâs conjuntos invariantes mâs que de medida 
uno o cero, el resultado séria trivial.
Lim. sup. g y lim. inf. A^ g son funciones inva - 
riantes (truco del telescopio) y,-j7or tanto dcben ser constan­
tes
(digamos p ^   ^ Co-mo 1)''- XI-
obtenemos una contradiccion del corolario anterior.
El caso general se prueba siguiendo mâs o menos la misma 
idea.
Corolario 2.
Si B es un conjunto invariante
f» 6  r ^
E.) > jf g
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Prueba,
Aplicar cl corolario anterior a
Una vez que ya sabeinos que el lim inf y el lirn s up oxis- 
ten casi doquiera llamemos
{ X / lim s up A^ p (x) > p ^ c  E^
X / lim inf A^ ^ (x) < ot ^ C D*^'
y son conjuntos invariantes, puesto que al cambiar de
X a Y (<) "O altera los lim inf y lim s up de la sucesiôn 
de promedios (de nuevo, solo clifiercn en 1 término)
h l V ' . . o y ‘' =  H >  t.,
Por tanto, aplicando el segundq corolario tenemos:
(i 1^* ^ (X (V\^0
Si ^ > 7  esto solo puede ser si ^  ~ ^
El resultado i) del teorema queda probado al observar que 
{ X / 7  (xAtt A w  } = I X / L\n. >
> W  tv>J A w f  W  } r- U  (1
fi >°i
y, por tanto, tiene medida cero
Obj^rvaciôn 1.
i us claramente una funciôn invariante.
Mas aûn, do tl) tiene la misma integral que f.
En el caso de que los ûnicos conjuntos invariantes sean
de medida cero o de medida uno, TC f debe ser precisamente
J'^ cJLjx . Esta situaciôn se describe diciendo que "se pueden 
intercambiar los promedios es%%\ciales y temporales". En este ca­
so se dice que cl sistema es ergôdico.
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Observacion 2
Si ^  es la cr-algebra de los conjuntos invariantes, decir 
que TXf es invariante es lo mismo que decir que es ^ - m e d i b l e .
Mas aûn, para todo con junto 6 ^  se tiene
^  P ~ J' Tl'fdp-(aplicar el calcul e anterior a ^
Estas dos propiedades, determinan ûnicamente YT. f (por él 
teorema de Radon Nikodyn) y se suele escribir ^  t Y \ 
en yez de TC f.
Observaciôn 3
En realidad, las ûnicas propiedades del operador U que se ba 
utilizado en la prueba son
t) U. 1 —  d
Los operadores que satisfacen esta condiciôn se Hainan ope­
radores doblemente markovianos. Muchos operadores, como cl nû- 
cleo de Poisson o el del calor son doblemente markovianos y, 
pueden probarse teoremas de .diferenciaciôn siguiendo paso a pa­
so la prueba del teorema de Birkboff.(La propiedad de ser con- 
tracciôn en L^ usada en LL ) se sigue de la markovianidad (17) 
mediante un teorema de interpolaciôn)
Precisamente la propiedad de que para sistemas ergôdicos pu- 
dieran intercambiarse las médias espacialcs y temporales fué 
lo que, ISistôricamente les diô interés. Si se interpréta la me- 
diciôn de un observable como un proceso que toma tiempo, y supo- 
nemos que ese tiempo es muy largo con respecto al "tiempo carac- 
teristico" del sistema, podemos idealize r cl proceso de medida 
-f =: ithv 1  nuestra version
de tiempo discreto^
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131 toorcina ergoclico ceria una jusLificacion, pues, do la utl- 
lizacion de la colectividad microcancSnica al asogurar que, de 
acuordo con esta Interpolaciôn, el valor de un observable es, 
cuando el sistema es ergôdico, precisamente el predicho por la 
colectividad microcanônica.
Esta interpretaciôn, tiene di ficultades que, como ya he dicho 
relogamosal capxtulo 2,
Como ultimo punto relacionado con el teorema ergôdico, per- 
mitaseme citar el siguiente problerna abierto de también cngano- 
sa simplicidad. ^  ^ ^
Es cierto que ô, ^  ^ (^ 1^  ^3c') -Ç C ^
converge en casi todo punto cuando f es -digamos- una funciôn 
de ?.
La idea Intuitive que se asocia a la ergodicidad es la de 
comj)lej idad del inovimiento- Un sistema es ergôdico cuando casi. 
todo punto se mueve tan crraticamente que visita cada conjunto 
medible del espacio de las fases con una frecuencia bien defi- 
nida (1). Eso sugiere complej idad del movimiento.
Gin embargo, es un tipo ihuy débil de comple j idad como lo 
prueba que la transformaciôn del circulo en si mismo consisten- 
te on ro ta r un ôngulo irracional sea ergôdica aunque, evi den­
te mon te , no demasiado compleja.
(1) Esta afirmaciôn coloris ta, es una simplificaciôn, habria 
que haber dicho una colecciôn innumerable de ellos. Si se toma 
al pic de la Ictra, es una carocterizaciôn de los sistemas "dis- 
talos" que no nos interesan por ahora. El ejmplo que doy a con- 
tinuaciôn os distal.
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Antes de dar una dofinicién formal -que çs, obviamente, lo 
ûnico que vamos a utilizar- sera ûtil dar una discusion heuris- 
tica de por que se la considéra una medida de la complejidad 
del inovimiento.
La entropia es un concepto muy rico y se le puede rnirar des­
de muchos puntos de vista. El articule de lectura realmente obli- 
gada es (18) pero hay otros muchos puntos de vista ( (1)(19) ).
(20) da una buena relacion de la entropia con lo que se lla­
ma entropia en mecânica estadistica, ( (21)(22) ) dan unas re- 
laciones muy interesantes con otros campos, (23), aunque estâ 
escrito en un tono humoristico, contiene una exposicion que pue­
de ayudar a aclarar por que la entropia es la medida de la in- 
formacion -la ûnica razonable-: y su relaciôn con los prin­
ciples variacionales.
En mecânica estadistica, on cl formalismo macrocanônico, 
el nûmero de estados del sistema crcce exponencialmente con 
el nûmero de particulas y el exponente es la entropia.
Esta es la analogia que vamos a seguir.
Trataremos de dar a la entropia una interpretacion como la 
siguiente.
Supongamos que en nuestro sistema, haciendo observaclones 
durante n instantes (estâmes en tiempo discrcto) podemos dis- 
tinguir trayéetorias diferentes.
Para n suficientemente grande se verifica.
N»
Se entiende asi que un sistema con entropia positiva es un sis­
tema en el que hacer predicciones es dificil.
No importa la longitud de la trayectoria que conozcamos, en 
el instante siguiente hay varias posibilidades.
Por supuesto que ahora, hay que explicar claramente que 
queremos decir por nûmero de trayectorias distinguibles.
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Hay otras posibilidades (20) que la que vamos a dar, nota - 
blemente, la entropia, topologica, adaptadas a otros problernas.
La dcfinicirSn que adopta remos sera la siguiente:
Supongamos, para fijar ideas, por el momento, que Lacomos 
la siguiente ideal j zaciôn do un experimento i^ara modi r la Lra- 
yectoria:
Dividiinos ol espacio do las fases on nûmero fini to de reoio- 
nes n
; A in A j  = 0  Wj /  7
que représenta ]a maxima precision de nuestros aparatos do m e ­
dida, y anotamos, a cada instante, -tiempo discrete]- en que 
punto estâmes
nrr-t
^
Un inomcnto do reflexion mostrara que la inlerpretac j on do
u ( 6^ ) qs mas o menos algo asi como el valor e sue raid o del
logaritmo del nûmero de trayectorias distinguibles con el a pa - 
rato <P midiendo n veces.
La complcj idad del movimiento, visto con el aparato. sera.
La entropia intrinseca del sistema sera
T  =
Claramente S es un invariante bajo conjuqacion métri ca (i.e. 
bajo todos los cambios de variables que prescrven la medida).
Un invariante es una gran ayuda para ol prob] erna de clasifi- 
cacion si os facil de calcular.
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Por cllo cs bastante notable el siguiente teorema;
Teorema (Kolmogorov) (1) (19)
S es estrictamente mayor que 0 , si y solo si, existe
una
t
particion ^  ^ ... A^^
tal que \ *” / ,
V  ' (I
Ka -OO
(definiremos despues el simbolo )
4; n  x"" p
K=-0o
solo contiene conjuntos de medida cero o uno.
En tal caso
S  — ~p-CAc)
El simbolo quiere decir la par ticion consistente en in-
tersecciones de elementos de las particionos
Cuando hay un nûmero infinito de ellos, quiere decir la me­
ner (T- algebra que los contiene a todos ellos. Puede. verse
este uso es consistente.
El mâs celebrado teorema en conexion con el concepto de en­
tropia es el teorema de Ornstein (7) que asegura que dos siste­
mas de Bernouilli -sucesiones de suce;:os independienl.es, como 
cl tirar la moneda- son isomorfos si solo ri tienen la misma 
entropia-
Los sistemas que tienen entropia de Kolmogorov positiva se 
llaman K- sistemas y gozan de propiedades muy interesantes que 
vamos a utilizar en el siguiente capitule, asi que nos extende-
remos un poco en ellas.
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Antes (le segui r adclantc y , como inciso, me gvistoria proponer 
nn reto:
Esta claro que définir un invariante independiento de la cn- 
tropüa y computable, séria un gran avance. Hay algunos gn (18).
Muclias veccs es mas facil demostrar que es un invariante que, 
de becbo, computarlo y ver que es diferente de la entiopia.
Alguna vez he pensado en las siguicntes défini clones.
Si son parti clones dcnotaremos
P  -  C R  R  ^
Decimos que vnia partic.iôn es menor que otra cuando to do s los 
elementos de la primera son urriones de olementos de la segunda.
Liamemos . .
f . •
^  R-
que son luâs finas que  ^ 1^ vez.
01 la union de todas las parti clonesL 3 -1
(Esta définieion os standard ).
S i A  ^
llamaremos
p ,  = y  a"'
»nCnor
-  'Z. "
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(r
El reto es obviamente, decidir si esta definicion es computa­
ble y si es independiente de la entropia usual.
Por supuesto que se le pueden hacer modificaciones.
Al contrario que en la entropia normal, cl limite en la defi- 
nicion de S (P ) . "o necesita existir y, se podria susti-
tuir, quizâ por lim. inf. sup. e , intercalar en vez del sup.fi- 
jar alguna parti ciôn y minimi zar respect o a la fija, tomar svib- 
succsiones como se hace en (17), etc..
La intuicion que hay detras de todo ésto es la siguicnte :
Podemos imaginar ^  .... como aparatos espe-
rimentales para niedir trayectorias (digamos telémetros digitales 
de distintas precisiones)
La operaciôni YT lo que hace es que qui ta las mediciones 
redundan tes.
Esta entropia, lo que mediria séria el crecimiento del numé­
ro de trayectorias distinguibles, pero no por medidas redundan- 
tes, es decir, las trayectorias distinguibles por solo alguno 
de los aparatos, no por todos•
La verdad, sôlo he sido capaz de calculer esta entropia para 
sistemas de Bernouilli, para los que, obvi ancien te, esté relacio- 
nada a la entropia de Kolmogorov.
Estas definiciones me fueron inspiradas p»or Mario Cassartelli, 
que introdujo conceptos relacionados a éstos.
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Vamos a jntroducir ahora, una caracterizacion de siste­
mas K on termines de (T-âlgebras crecientes que puede genera 
lizarse muy bien a flujos (sustituir en la definicion que 
sigue la variable n con valores enteros, por una variable 
real t)
Decimos que un sistema es K , si existe una (T-algebra ^  
ta] que
i) 3
il) V  M''' '5T . E
H  - - oon - trivial
f> =-<o
Claramente, si tenernos un sistema K en el sentido anterior 
bastaré tomar ^
k
Inversamente, si tomamos un sistema K en este sentido, 
también lo es en el otro.
Cualquier ^  que satisfaga
puede utilizarse y puede probarse que sicmpre existe. 
Comcntario marginal .
Aunque no va a aparecer en nada de lo que voy a discutir.
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-espero- durante un cierto tiempo voy a estar manejando (T- alge­
bras. En este compo hay una plaga que son las sutilezas asocia- 
das a la "propiedad fuerte do Markov" (24) que es uno de los 
errores que mas lejos han llegado en la literature. ;Es tan an­
ti intuit! vo ; .
Es uno de los pocos casos en los quo uri resultado matematico 
es definitivamento repulsive. Cuando ostaba trabajando en obte- 
ner los resultados del capitule II, varias voces estuve a punto 
de caer en ella. En el case de que alguien quiera trabajar en 
este campe, o mas alla que, entendiendo la correccion de las 
pruebas que voy a presentar, definitivamento recomiendo una lec­
ture cuidadosa de (24) que ademés resultarâ deliciosa.
Un ingrediente importante es el teorema de convergencia de 
martingales.
Teorema.
Supongamos que [ ^ t  i / t. ê cxd^  es una f ami lia
de CT -algebras creciente y de modo que
sea f una funciôn medible. ^"
Et-f I a d  — ) Eif - f
cas! doquiera (dada la doble markovianidad de los operadores 
'E. t. “ 1 Êlt'3 / no es dificil prabar que el limite es en
sentido |_P ^  d<f<.QO / SL f .
Para funciones acotadas se sigue de la convergencia dominada 
y se pasa a todo por equicontinuidad, lo mismo que el teo­
rema Birkhoff
La prueba puede encontrarse en (3) junto con una interpreta-
ciôn estadistica muy interesante. La estrategia de la prueba es
semejante a la del teorema de G.D. Birkhoff.
Una observaciôn que sera interesante hacer, es que el hecho
de que un sistema sea K détermina el espectro del operador in­
due! do
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Lia memos las proyecciones ^  J
a) Claramente es una familia creciente de proyecciones conti 
nuaSpor la dcrecha (no necesariamente por la izquierda ; ) 
Identidad  ^ A — > + co
_ oO y proyocciôn sobre constantes
b)
Pa
c) U, *t
d) «t*
-co / 
tP.
"t " ^ < 0
Podemos considerar las F ^  como una fami­
lia do proyecciones espectrales para el grupo
tO
7\— co ^
Un calculo formol muestra que y U^ satisfacen las ré­
glas de conrnuiac.i cSn de V7eyl y , por tanto, su espectro esta de - 
terminado por el teorema de Von Neumann (25)
Es de notar, sin embargo que una prueba mas cuidadosa mucs- 
ra -cuando JTL es métricamente isomorfo ^0,1^ con la medida 
de Lcbcsgue- que la multiplicidad es contable infinita (19)
Considerable esfuerzo ha sido por Misra o Prigogine et al. 
(26) a diseuti r el siguiente operador tiempo, T gencrador 
Og ,00 .
T  = f
-Où
La interprétacion que ellos dan a T os una especie de 
"operador tiempo interno".
I.a razôn es que , si definimos el " tiempo interno" de un es- 
tado mediantc . _  , f , \ \ .
claramente
A mi modo de ver, esto es forzar la intcrprctaciôn pues to 
que los observables en mecanica estadistica no se calculan con
45
el producto escalar, sino con la integral directa de la densi- 
dad.
(Por supuesto podiamos définir la "funcidn de ondas" median- 
te y  = .Dado' (U^Y ) ^  -recuérdese que es sôlo
evoluciôn temporal inversa- esta interpretaciôn es coherente. Lo; 
autores citados son poco explicites en esto).
En cualquier caso si definimos esto en la forma que he dicho 
antes, las reglas de conmutaciôn anteriores nos permitirian ha- 
blar de un principio de incertidumbre entre èl "tiempo interno' 
y la "energia" -los generadores de y - del mismo modo que 
las de posiciôn y momento. • .
Aunque creo que no debe tomarse demasiado al pie de la letra 
todo esto, no puedo menos de encorîtrarlo interesante y diverti- 
do, pese a que mi conciencia positiviste rechine.
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IV Alqi'in inétodo de ana li si s duro.
Rosuinen.
Para acabar este capitule introdvictorio, voy a discuti r bre- 
VGinente una técnica que, aunque muy iinjiortante (y, de liecho, 
probablcmentc' la que permite desarrollos luâs sistemâticos) no 
va a ser discutida en de la1le luego.
La cone xi on con lo que hemos expues io bas ta ahorn es ma s (;ue 
nada de motivacion. Habiendo discutido las partiel ones K, espe 
ro baber convencido al lector que este esLudiar cômo se coinpor - 
tan las par 1iciones bojo evoluciôn temporal es interesante.
Lo que voy a discutir ahora es cômo se construirian parti- 
ciones verificando ciertas propiedades -mas fuertcs- que las 
de las particiones K- para algunos modalos concretos. El argu- 
mento va a ser geométrico de naturaleza y, va a producir bas - 
tantes mas resultados que una particiôn K _
l'U exposiciôn tôcnicamente optima es posiblcmonte (20) y, 
ciertamento, quien quiera profvindizar en el tema debe leorlo, 
Sin embargo, yo he seguido mucho ma s e l  articule original (27) 
que tiene la ventaja de que se presto mas a sustituir argumen- 
tos laboriosos por figuras, pcrmi tiendorne asi, resaltar lo que 
yo creo son las ideas importantes (la olternativa era traducir 
(20)).
De je seme comentar cuales son las difereircias técnicns entre 
estas dos refercncias.
A rni juicio, la ma s importante es que buena parte del argu- 
mento de (20) se hace utillzando "shadowing". .
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Si uno trata de sustituir estos argumentes por la prueba de 
"Shadowing" en casos sencillos se encuenv.ra p.ej, en (28) uno 
acabariâ haciendo un argumente como el que doy aqui.
La ventaja de agrupar argumentes de "Shadowing" es que se 
sabe cômo hacerlo en otros casos en los que la prueba sencilla 
no funciona.
•Aunque, ciertamente, los argumentes abstractos sean impres- 
cindibles creo que es util saber entenderlos geométricamente.
Por ejemplo, la idea de la prueba de la ergodicidad del gas 
de Lorentz (o del gas de esferas duras) es repetir la mis ma 
prueba que vamos a dar aqui
con la complicaciôn adicional de que hay trayectorias "inalas" 
que dan origen a singularidades (ver figura).Todo el trabajo 
es ver como se situan esas trayectorias singulares y controlar 
el que no cambian nada cualitativo.
Entender ésto, -me llevô trabajo- fué ütilisimo para poder 
leer los articule relevantes. En este aspecto, me resultaron 
utilisimas conversaciones con Giovanni Gallavotti a quien tanto 
el tema como yo debemos mucho.
Otra observaciôn es que en dimension 2 hay otra construcciôn 
distinta de las particiones (29).
Como hemos visto, hay casos en que tenemos "casi" las hipôte- 
sis de hiperbolicidad.
Mucho mâs interesantes son alguno otros conceptos como los
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asociodos a la teoria de hiperbolicidad parcial (teoria de Pc sin) 
El hecho de que la teoria de Pesin sea mucho mâs util en dimen - 
si6n2 que en otras es que esta otra construcciôn puede hacerse 
bajo las condiciones de esta teoria.
Dinâmica sinbôlica.
Antes de empezar la construcciôn, voy a hacer dos observa- 
ciones heuristicas.
La primera es una reinterpretaciôn de lo que vamos a hacer. 
Si pudieramos construir una particiôn - 7^1
satisfaciendo las condiciones de la definiciôn de sistema K, 
podriamos codificar casi todas las ôrbitas mediante
►{Oij
donde 0^ se détermina por X  6
(hay puntos ambiguos siempre, pero dejémoslos por el momento) 
tÇ ^ en esta representaciôn es simplemerte el desplazamirnto.
Ejemplo.
^  : [o,i] — p-
tz \0 y. i'tcvod. i)
^  ^ Ç_o.0yO.l3 , ^ OA/O.%] —  [o.l, i.o]}
La codificaciôn, por supuesto, es la representaciôn decimal.
(La particiôn, no es tal, por supuesto, pero, lo es salvo 
un conjunto de medida de Lebesgue cero. Môtese que los puntos 
ambiguos forman un con junto invariante y que, si esto V€i a ser­
vir de algo -no ser todo el conj unto- han de tener medida cero 
por la ergodicidad)
Es importante notar que la ambiguedad va solo en una direc- 
ciôn: aunque haya puntos con varias representaciones décimales, 
cada representaciôn decimal tiene sole un punto.
Una vez que tenemos esta codificaciôn/ la dinamica, del sis­
tema es muy simple -mover todos los indices- y sera posiblo ha­
cer un andlisis bastante detallado de la estructura de ôrbitas
so
(salvo los puntos pntologicos, que, àfortunadamenitG son ignoja- 
bles o so les pviedo hnccr un anâlisis separado) .
Dosgracjadamento, en general, la situacion no es tan senci­
lla coino pa re ce. El analisis de la estructura de ôrbitas de - 
pende de la estructura del e s p a c i o d e  sucesioraes compatibles. 
No fùiosta muclio trabajo darse cuenta de que si no hubiesenios cs- 
cogido la part i ciôn adecuada o si el sistema fuese mas complj c a - 
do, 1 as condiciones de compatibilidad h abri an sido lio) rendas y 
no babriamer; ganado ' nada .
I.jis condiciones que vamc>s a imponer a las parti ci on es de
Markov, van a ser; esencial mente, condiciones para hacer que jD_
sea; ta ci 1 de analizer
Ota:a considcraciôn heuristica que puede ayudar es pensa r que 
la condiciôn que queriamos caf)turar con la idea de sistema K, 
es la de a Igo es eue l a 1 mon te j mprcdoc i blc*.
Un modo de que un sistema dinâmico en una vsriedad sea impre-
decible es que los pequenos errores se ampliticjuen muy deprisa, 
-que cl sistema sea j nestable-.
Es preci Scimcnte, para sistemas muy inestables para los que 
vamos a construir particiones de Markov.
El analisis que vamos a hacer va a poder dar mucho mâs que 
la propiedad K para una cierta medida. De hecbo, vamos a poder 
construir muchas medidas de modo que cl sistema tenga,buenas 
propiedades ergôdicas.
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Hiperbolicidad v particiones Markovianas.
Siipondreinos que nucstro espacio de las fnses es M, una va- 
riedad riemanniana conexa compacta, declase C®° y que nucstro Y 
es un di f f eomorf ismo
Be dice que una familia de conjuntos
= t Al, , AuxF
es una particiôn markoviana si y solo si
, U  A i  = M
Aj son la clausura de su interior
i- 1
>n 1
Los intcriores de son dis juntos
Definamos una "matriz de transiciôn" ,T, del siguiente modo.
1 (iw t Al') Ia ( T v±  O ■
O  de otro modo
Definamos
Requeriremos
Î2) XCi^i}) con tiene a lo mas un punto.
Esta posibilidad se da cuando } z 4 para todo i
3) La correspondencia {oi} — ► es Holder continua
cuando el espacio de sucesiones se le da la métrica natural
donde
N -  'wva.x { f^i ; O- - o-^ '  ^ V  K l  4 M }
4) Sou
dcscomponer ^  ^  ^ ^
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so puocUi 
de i:iodo
quo
A
,-i.
5) Huy una urnbigUx-edad maxima os dcci r, cl cardinal do %  
os monor quo X
CningnAarig.
1) Impiica quo una pariicion Markoviana p q  es una parl.ici 6n.
1,0 s conjvintos A pucdcn superponerse en lars iron tor as. Rn inqi<^â 
so lial>la del principio del "rod licrrinq" quo no necesita son ni 
"rod ni lieri'ing". ICsto os un buen cjcmp.lo, porque tainpoco fuoron 
invent adas por MarJvOV y, osiriciamente bablondo, no dan oriyen a 
un proceso do Mai ];ov si no de G i b!:s. Giovanni Gallavoiki ba raige- 
rido utilizar "pdvimen'i acion" . Como eso no iirroqla ol problema 
do markoviano , preficro seguir con la co.stiuTiljre.
2) Kn vistii do la compacidad do los A^ 1-a propiedad do quo
sea no vac.ro cuan<
es lo mismo quo decir quo lo mismo es cierto para cualquier numé­
ro i inito. F.s decir que las transiciones s6l o tienen la condi cion 
binaria de compatibidad.
r i d oricamente, quercmos que pq se don situaciones como las 
de la figura 1
f(h)
A.
A AH
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(Esta es la ûnica justificaciôn para el nombre markoviano,que 
las condiciones de compatibilidad "no tienen historia".
3) Si se supone que los A son rectângulos y se hace que A 
sean los rayos verticales y los horizontales se verâ que
de algun modo esté rclacionado con lo anterior para este caso
fig. 2
A l
• 1
De hecho, se imponen estas condiciones para tener un control 
en los puntos ambiguos (asociodos con las fronteras).
Esta condiciôn de compatibilidad es, obviamente, la mâs sen­
cilla que podiamos esperar. Ingenuamente se pensaria que una ge- 
neralizaciôn sencilla séria considerar condiciones de compatibi­
lidad dependiendo de un numéro finito de simbolos previos.
Ello no es asi puesto que puede reducirse al caso anterior, 
considerando los conjuntos compatibles de longitud
Este truco es el mismo que se utiliza en mecanica estadistica 
de l-dimensiôn para reducir todas las. interacciones de alcance 
finito a interacciones entre vecinos (32) "de largo alcance".
Una observaciôn que utilizaremos después es que si podemos 
probar la existencia de una particiôn markoviana para ^ ^  , po­
demos probarla también para , y esta ultima es mâs fina.
Notemos que este analisis da mucho mâs p. ej., si hay secuen- 
cias pcriôdicas compatibles, habrâ ôrbitas periôdicas y podremos 
estimar incluso cuântas (31) etc.
Otros metodos de codificar sistemas, por ejemplo las "kneading
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calculus" llevqn, pues, a condiciones de compatibilidad
Sistemas Anosov
Los sistemas de Anosov son, desde nuestro punLo de vista, 
la fonnalizaciôn del concepto de inestabi1idad. Esto se ve mâs 
claro en una formulae!on infinitesimal de las condiciones de hi­
perbolicidad (1), (20), (6) etc.
Sin embargo, lo que vamos a utilizar es una version global,cu-
ya eguiValencia con Ici infinitesimal es un teorema.
Estas "estructuras hiperbôlicas globales" -o debilitaciones- 
restringen bastante la topologîa de la variedad en las que se
pucdcn définir, del mismo modo que lo liacc una métrica de Lorenz
- de ahr el nombre de estructura hiperbélica- .
Esto ha sido astutamcnte utilizndo por W. Thurston para tra- 
tar de clasificar variedadcs tridimensional e s (33) .
Desde el punto de vista dinâmico, la suposicion de"Anosov" 
es mâs fuerte de lo necesario. Muchas voces hay conjuntos mâs 
pequci'ios que controlan la dinâmica de la variedad. Una debilita- 
ciôn natural es el considerar "Axioina A" (6). Sin embargo, la 
prueba es mâs del i cada que la que voy a dar- aqui (20) .
Una ultima observaciôn es que, en contrai de lo que pasaba en 
los otros problemas que hemos discutido,(y en muchos otros que 
no hemos tratado), en hiperbolicidad, parecc haber una diferen- 
cia no meramente técnica entre la teoria de di f f eoinor f ismos y 
de flujos. Hay un anâlogo de particiones de Markov para rlujos, 
pero algun as do las cosecuencias que esto tiene para di f eornorf i s- 
mos son falsas para flujos
Sea una vai iodad riemanniana, comp^icta , conexa, de clase 
y '■f un di f eornorf ismo de clase es natural, pero
seemos generosos).
Se dice que forman un sistema Anosov cuando
1) Para todo punto x perteneciente a M, existen dos varieda- 
des que pasan por x, y son transversales W^(x) y W^ '(x)
(Son variedadcs inmersas, no sumergidas, es decir, pueden venir 
arbitrariarnente cerca de si mismas, pero no cruzarso )
Fig. 3
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etc.
Llnmeinoî (x) la interseccion de esas variedades con una
esfera de radio £ alrededor de X  
Para algûn £
f  C \X/^(T\:c))
3) Existe un y K V O  tal que para todo ^
à 6 K T'"j-h,»)
Consecuencias.
i) Los pianos tangentes de las variedades / \A/ (%) 
en X dependen con continuidad Holceriana col punto x
(La prueba es bastante util, ver (20) mucbas veces se incluye 
en la definiciôn)
ii) Sin pérdida de generalidad, se puede suponer que K = 1 
simplemente cambiando la métrica. Esco es un argumente de John 
Mather que ahora es standard. Como no voy a hacer calcules no ha­
brâ diferencia, pero si né, daria lugar a bastante engorro el 
arrastrar la K. Sin embargo, creo que es bastante instructive
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hacer los caleulos arrastrandola dado que en teoria de Pesin se 
permite que K depcnda de x.
A qui, supondremos, que K = 1. Mas a u n , ya que, por la ob- 
serveicidn al final de la seccidn en particiones markoninas, pode­
mos pasar a construir particiones para y , podemos suponer
X tan pequcna como queramos.
iii) Esta es la consecuencia mâs importante. Se llama "Estruc­
tura de producto local".
Podemos esr oger 8 de modo que si cl C ^  ^  2
Fig. 4
r\ -V/^- (^) es un solo punto L X ,'^1
Claramente se verifica
- X
l'f]
JX^ f inici on.
Rectângulos:
Se dice que un con junto es un rectângulo para si y sôlo si
a)
b)
c)
^ = Owt R
clU&Jfrv R. ^  ^
(el g que aparece en la definiciôn de 
.estructura de producto local)
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X , R  => e R.
Fig.' 5
Obviamente, los puntos de un rectângulo, se pueden representar 
ünicamente como pares (y, z) donde G NfV £ C^) y ^  (= Vv^ C^ c.) 
rcspectivamente, x es un punto interior.
Teorema.
3 Para todo 5*>0 ,el sistema (M,v^ ) admite una particiôn mar- 
koniana con rectângulos de diâmetro menor eue S
Se entiende que las propiedades de invariancia y contracciôn 
-o expansion- à lo largo de las variedades astables e inestables 
van a ayudar a que podamos conseguir la situaciôn expresada en 
la figura 2. Lo ünico que tenemos que hacer es lograr que las 
Imagenes de los iterados se paren en el lugar adecuado.
Una vez que hemos ajustado esta parte de mandar los bordes a 
los bordes, es fâcil acabar la construcciôn de particiones de 
Markov.
En efecto, supongamos que tenemos un recubrimiento mediante 
rectângulos cerrados de modo que los bordes astables de uno que-
dan aplicados dentro de los bordes de otro
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Ai
Y
Podiamos penser en la particiôn obtenida , intersecciones de 
todos los rectângulos, pero, como muestra el ejemplo de la figu­
ra, no séria una particiôn en rectângulos y no séria fâcil probar 
que es una particiôn de Markov.
El rcmedio esta, en prolonger los bordes cbtcniendo mâs rec­
tângulos .
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*
1 5
- - ----
1
-----
etc.
Notando que podemos asumir que ^ es tan pequcna como queramos 
la escogeremos lo suficientemente pequana como para que todas las
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prolongéetones que quercmos anadir queden dentro de los bordes 
adecuados (necesitamos un lema de recubrimiento para probar que 
todos los puntos del espacio estan suficientemente dentro de un 
rectângulo, pero es obvio para variedadcs). ,
T,a idea de como conseguir satisfacer esta condiciôn es la si­
guiente .
Empeeemos con un recubrimiento mediante rcctânguJ os de di â 
jnoiro menor que lOO^^ de modo que los i n te ri ores cubran todo 
cl espacio.
Fijémonos en el primero de ellos probableinente no acabe
en el borde de un rectângulo sino en el interior
ProlonçjuGmcs Ai -por una distancia menor que Iaoo S  —
de modo que acabe en el borde de
Después modi fi quemos A^ de modo que acabe bien también,
El pi obi e ma estâ en que es posible que tengainos que a j us t r 
■^1*1* ^1 ''° a acabar bien.
En cualquier caso, A^ sôlo fallarâ por 100 cuando ac;t
bemos-
Iteremos cl procedimiento.
61
En el siguiente paso empezaremos con un cubrirniento quetiene 
didmet ro menor que ( ^  f
pero que no fai la mâs que por ^ \0
Obviamente, vamos ahora a tener que hacer modificaciones no 
may ores cjuc 'lO' ^ S  Y vamoas a acabar a
menos de de la meta.
El proceso es convergente si ^ es suficientemcnte pcqucho.
b'na vez que hemos ajustado las variedades es tables, podemos 
empezar a a justar las vari edades inestables usando v|) ~ ^  y
el mismo proceso, que se ve no afecta a lo que habiamos conse­
gui do.
Aunque esta es aproxirnadamente la idea detrâs de la construc­
ciôn he sido un poco ambiguo en el orden de las selccciones que 
uno debe hacer. Como ya he dicho, los detalles se encuentran en 
el articule y el libro de bowen.
La uni ca parte que no es trivial, una vez que se tiene esto 
os la finitud de la ambiguedad
Hay que notar, como mencioné antes que, en general no se ob- 
tiene un proceso de Markov sino un proceso de Gibbs. Veamos si 
puedo oqilicar por que.
Imacjinernos para s impli f icar, que, lo que préserva es la medi­
da plana. Si las variedades invariantes fueran estrictamente rec- 
tas y 'f perfcctamcnte lineal, no es dificil convcncerse de 
que tendri.amos un proceso que séria hasta DernouillL . Si las va­
riedades se curvan ligeramente o tp no es cxactamente lineal 
cllo no es cierto. Ahora bien, la diferencia con el caso lineal
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es proporcional al cuadrado del tamano de los rectangulites que 
estâmes considerando., pero el tamano de los rectangulitos va 
disminuyendo exponencialmente con cl tiempo.
Esa es precisarnente la condiciôn de los estados de Gibbs -da­
da heuristicainente- que un punto afecta los siguientes de un mo­
do que decrece exponcncialmente. (Ver el capitule introducto- 
rio.de (20) .
Nôtese que una vez que hemos hecho esta ccdificaciôn no sôlo 
estâmes en condiciones de discutir las medidas invariantes, sino 
también las medidas en el espacio de las ôrbitas. Esto nos per­
mite discutir propiedades mucho mâs finas, como correlaciones 
(ver la pregunta al^ final del teorema de Dirkhoff).
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I Prefac-io
El principal objetivo de este capitule es discutir la teoria 
de Prigogine -Misra- Courbage. Por razones obvias, esta discu- 
siôn esta basada principalmente en (1) dado que dicho trabajo as­
pira a ser bastante exhaustive, no incluyo referencias previas, 
que se pueden encontrar alli.
Tambien, me ho decidido a recoger algunos otros argumentes 
sabre fundamentos de la mecanica estadistica que por alguna ra- 
zon creo que no han recibido suficiente atencién y que va' a ser 
la base de la discusion.
Aunque, hoy rechacc muchas de l'as ideas en ellos -voy a ex- 
plicar por que- siempre me han parecido muy estimulantes les li­
bres (2) (3) (4) (5) . En especial (4) , contiene multitud de ideas
que aunque no aplicables directamente, a la mecanica estadistica, 
tuvieron profunda influéncia en la escuela rusa de sistemas dinâ- 
micos (6), entre ellos, la definiciôn de hiperbolicidad y la no- 
ciôn de que deberia haber propiedades ergooicas mâs fuertes que 
la mera ergodicidad para un buen comportaraiento termodinamico, 
(esta idea se encuentra, quiza tambien en Gibbs) y que deberian 
ser probadaSpor técnicas duras.
En cualquier caso, no se pretende hacer una historié del tema. 
Si cito argumentes antiguos, es porque los considéré interesan - 
tes aun hoy. La historié de este tema es harto complicada y 11e- 
na de confusiones en las que no he tenido nunca ni la oportuni- 
dad ni la capacidad de profundizar. No hay ningün intente de sis- 
tema historico.
Hasta llegar a la teoria de Prigogine-Mxsra-Courbage, voy a
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l)ac:or ro zonann on l.os fisicor;, pcro im tanto vagos; por cjomplo, 
no voy a dccir cxplicitamento lo quo cs la scgunda ley de la 
tcnnodinainicra. La razon para el lo cs quo no creo que haya una 
formalaci on précisa: es mas bien una sabiduria difusa que -es- 
poro- iodos los fisicos reconocen.
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11 MECANICA ESTADISTICA Y TERMOPT.NAMICA
El objetivo de la ir.ècanica estadistica es decir las propie­
dades termodinamicas de los cuerpos macroscopicos de hipotesis 
dindmicas sobre sus partes constitutivas.
Por ejemplo, nos gustaria ser capaces no solo de calculer la 
ecuaciôn de estado que relaciona el volurnen especifico, la pre - 
sion y la temperature, -supuesto que estas existen- sino tambien 
conocer el sentido en el que existen estas magnitudes y sus li - 
mitaciones.
Tambien nos gustaria, poder calculer -o probar existencia- de 
los coeficientes de difusion utilizando solo hipotesis microsco- 
picas.
Igualinente nos gustaria de ri va r corno teoremas, en las condi- 
ciones mâs general es posible. las leyes clâsicas de la termodi- 
nâmica, asi como otras hipotesis que se incluyen implicitamente 
en ellas. (estabilidad termodinâmica suficiente diferenciabili - 
dad/Stc. )
Para una del ici os a y muy clarif icadora' vision de todo ésto, 
ver (8)
Estos objetivos estân esencialmente conseguidos para la ter­
modinâmica del equilibrio. Hay una teoria fisicamente satisfac- 
toria y esencialmente compléta. Fenômenos como las transiciones 
de fase, que aparecian como inabordables hace menos de cincuen- 
ta anos, hay estân, creo, que bastante bien entendidas (*)
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En combi o, cl problcmo de cstiidiai: sitcmas tcrrnodinâmicos fuc- 
ra del equilibrio, se balla en una condiciôn mâs delicada.
Auncjuc hay ciortas teorias -notablemcnto la ecuaciôn de 
Boltzman que pareccn funcjonar experimentalmente bien en cier- 
to régi men, no esta todavia claro por que ello es asi.
Mas a un, hay regimenes de interés -dinâinica de sistemas cer- 
ea de una transiciôn de faso, plasmas - en los que ni siquiera 
hay ecuaciones propuestas que resulten sensatas.
Nota...
(*)Uno de los resultados de este anâllsis es que liay casos en 
los que las propias magnitudes termodinâmicas no existen, por 
tanto, ob]igado a reinterpretar las ideas sobre la universalidad, 
de la termodinâmica.
Algunos de estos ejemplos son tan fisicos como un imân co - 
rriente: la cnergia de magnetizaciôn depende de la forma (fac­
tor es desi manadores) y no es una magnitud de volumen.
7d. depositor silicio sobre germanio en capas muy delgadas se 
obtienen muehos tipos de transiciones de fase, que no se expli- 
can sin desechar las condiclones de diferenciabilidad de la ener- 
qia libre utilizada en la prueba de la régla de las fascs que 
fall a .
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Pasemos a descrlbir brcveinente cuales son los pasos que lle- 
van a deducir las leyes de la mccdnico estadistica del equili­
brio.
I
El sistema fisico a tener presente como ejemplo es un gas de 
esteras duras en un recipiente. (Modelo de Maxwell-Boltzman)(**)
Deberemos especificar que objetos matematicos asociar a los 
estados fisicos y deducir que ecuaciones satisfacen estos obje­
tos si los sistemas fisicos satisfacen otras condiciones fisi- 
cas (***) . ; .
Nota
■{**) Este modelo présenta alguna dificultades matemâticas 
provinientes del becho de que las trayectorias singulares que 
mencionamos en el capitule anterior son particularmente abon­
dantes , de la posibilidad, -a priori- de colisiones de très o 
mâs bôlas, en las que no hay modo de decir que va a pasar des- 
pués, o de singularidades mâs complicodas, como existencia de 
Infinitas colisiones en un tiempo finite, cômo solo se cita co­
mo modelo heuristico, nos limitaremos a mencionar que existen 
y remitir al articule de Vasertein en Comm. Math. Phys.
Nota
{***) Por supuesto, que las leyes microscôpicas son cuânti- 
cas. Sin embargo, voy a discutir solo modelos clâsicos. Aparté 
del interés intrinseco de la mecânica estadistica clâsica (apli- 
caciones a la teoria constructiva de campos, belleza formai, a- 
plicabilidad en ciertos casos), desde nuestro punto de vista,el 
paso interesante es ir de modelos microscôpicos a macroscépicos 
y las técnicas para hacerlo son semejantes -salve algûn artifi-
. . .  /
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jQué formalisnio oscoger?
La primera idea quo se nos ocurre nl pensnr cn un sistema de 
particulas, dignmos N es asociar a un estàdo el mismo objoto 
que le asociarxamos en mecanica. Es dccir, un punto en 
y suponer que evoluciona cn el tiempo siguiendo una ley hamil- 
toniona.
Gin embargo, es facilisimo probar que tal formalisme no pue- 
docontener la termodinâmica. En lenguaje moderne,la entropia 
deberia ser una funciôn de Liapounov, pero ello es imposible 
para un sistema que preserve voluraen.
Curiosamente, este argumente era conocido de Poincaré( 10 ). 
El problema es que su prueba es ciertamente incompleta, va en 
direccion equi.vocada y hace hipotesis innecesarias. De todos
....(***) cio jiiatemâtico- •indcpendientemente de que cl sistema 
sea cl as ico o euântico. Hoy en dia hay una cantidad considera­
ble de trucos que permiten resolver muchas veces el problema 
tuantico, cuando el clâsico se entiende.
Como observacicSn al margen, es de notar que, his tori carnente, 
la mecânica cuântica fué introducida para rcmcdiar dificulta- 
OG de la mecânica estadistica clâsica (algunas de ellas,como 
por ejemplo, el hecho de que en mecânica clâsica no hay magné­
tisme -tesis de Bohz-, curiosamcnte no aparecen)
PericSdicamente hay quien propone como alternative a la Mecâ­
nica Cuântica que la mecânica estadistica clasica no estaba bien 
entendida.
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modos el lector interesado disfrutara leyëndolo. (*)•
El propio Poincare probo su teorema de recurrencia pensando 
en este problema. Esta claro que un sistema que vue1va siempre 
arbitrarlamente cerca del punto de partida no puede tener una 
entropia siempre creciente (a menos que esta sea severamente 
discontinua) Ver (11) para conocer la polémica que se cred. 
Buena parte de ella es sin duda debido a que en la época no 
existia todavia la teoria de la medida y el modo que tiene 
Poincare de mejorar uniones contables es simplernente llamando 
al volumen "probabilidad" que en aquella época ténia demasia- 
das resonancias metafisicas que alimentaron la discusiôn
Nota
(*) Arthur Wighman me comunico en carta unos resultodos 
muy bellos de Ira Herbst que iban en la direccion de complé­
tai la prueba de Poincaré. A él le debo tambien el llamarme 
la atencién sobre la existencia de este articule de Poincaré.
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Nôlese quo ninguno de estos argumentes utiliza la rever- 
sibilidad en el tiempo que es otra fuentc independiente de 
problema f.
La propuesta -quizâ hecha de modo mâs cohérente que nadie 
por Gibbs- es la de intcrpretar un estado como una distribu - 
cion de probabilidad, que asocia a coda observable microscô- 
pico su valor* observa do. En aquella épocei la interpretacion 
de las medidas de probabilidad era la que hoy se llamarxa 
"frecuencista". (La probabilidad de un suceso es la frecuen- 
ia con que se da cuando se hace el experimento un numéro sufi- 
cJentemente grande de veces cada una de ellas independiente- 
mente de las demas).
Por tanto, la imagen que Gibbs sugiere siempre tener pré­
sente es una "colectividad". De ahi el nombre que ha perdura- 
do hasta hoy. Por supuesto que, hoy on dia, se prefiere tener 
otras imagenes.
.Si nuestra medida en el espacio de las fases es una delta 
de Dirac y la evolucion es hamiltoniana estâmes en el caso an­
terior y, por supuesto, en las mismas dificultades, pero ahora 
tenemos mâs lugar para maniobrar.
Tomemos por ejemplo
r L  = [o,i]
medida do Lcbosque 
'^(X’) = 7.X (mod. 1)
(Este es un ejemplo mu^tipico: hiperbolicidad; )
Por supuesto, el preservarse la medida de Lcbcsguc, se apli- 
can los argumentos que hemos mencionado antes (el argumente de
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Poincaré y el teorenia de recurrencia) . Sin embargo, no es di- 
ficil probar'que si tomamos como espacio de observables las 
funciones en y como distribuciones iniciales solo aque-
2 il.lias tambien en L , cualquiera que sea f € L
P tiende a la medida de Lebesgue en
sentido débil que, en vista de la interperetacidn.de las
medidas como reglas que asocian a un observable su valor ob- 
servado es bastante natural.
Los sistemas que satisfacen esta propiedad se 1lamaran"mez- 
clantes" ("mixing" en inglés).
Se puede probar que esta propiedad implica ergodicidad.
Zn efecto:
Supongamos que A es un conjunto invariante de medida no 
cero
Tomemos f t  , f  = \
Pero, por otra parte, deberia tender a
Por tanto, los ûnicos conjuntos invariantes tienen medida 
cero o uno, i. e. el sistema es ergddico.
Sin embargo, el sistema consistente en una rotacidn irra- 
cional del circulo ès ergddico pero no mczclante.
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Desde este punto de vista, parece pues logico, que los üni- 
cos sistemas que presentarân interés termodinamico seran los 
mczclantes.
Se puede probar tambien que los sistemas K son mezclan- 
tes y tambien se puede mostrar ejemplos probando que la inclu­
sion es estricta.
(El flujo horocidico séria quizâ cl mâs fisico). Ver (12)
Una vez que rios bemos decidido a que los estados sean medi­
das en un espacio de configuraciôn queda por hacer algunas pre- 
cisiones sobre cual puede ser esc espacio.
Hay un hecho fisico que va a ser importante ; hay sistemas 
con transiciones de fase y a veces, esas fases coexistcn. Na- 
turalmente, dopendiendo de las proporciones de esas fases, ten- 
drcmos diferentes estados de equilibrio.
Es naturel 1 que si y son las medidas que représen­
ta n la fase I y la fase II rcspectivamentey 'j o< , 
son las proporciones de las dos fases. Al estado mezcla, le 
asociamos o< +- (i-a)
(Las magnitudes microscôpicas observadas deberian ser 
combinaciôn de las de la fase pura) .
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Esto puede sorprender un ppco a las personas con la forma- 
ciôn media de un fisico teôrico.
lA caso no da la prescripcion de Boltzman-Gibbs una près - 
cripcipn ünica?.
Veamos con detalle un caso sencillo: el modelo de Ising en 
dos dimensiones. Cojamos una caja y tratemos de clacular la fun­
ciôn de particiôn.
Pronto vereraps que en les bordes 
de la caja, no sabemos que energia 
asignar.
Podiamos pensar que es automdticp 
que los efectos frontera no impor­
tant de hecho libros standard, lo 
"prueban")
Si estuviesemos en el cero absolute, ello ciertamente no 
séria asi puesto que el poner todos los valores frontera posi­
tives forzarian a ser positives en la caja y valores negatives 
en la frontera lo contrario.
Hay circunstancias -largas longitudes de correlaciônj- en 
las que no se puede concluir que las condiciones de frontera 
no afectan el estado termodinamico en el interior
Pero ya hëmos vis to que la prescripcion de Boltzman-Gibbs 
requiere condiciones de frontera;
El ûnico camino sensato, parece ser ir tomando cajas cada
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vcz mnyores y diforentcs condiciones cle frontcra. Fijcmonos en 
una region finita: cs posiblc quo esc proceso convorjo para to- 
das las funcioncs que dependan solo de variables cn ella.
Mas aun, puede que converja para cualquier conjunto finito.
Una de las sorpresas técnicas es que este procedimiento es 
équivalente a considerar estados en espacios de configuraciôn 
infinitos (13) (14) - o los articules originales de Lanford y
Ruell6 .
Para algunos fisicos résulta escandaloso el considerar sis­
temas infinités. jDespvies de todo el radio del Universe es limi- 
tadoj Bueno, lo mismo puede decirse de tomar derivadas para cal­
culer la velocidad. (^.Sabemos que pasa a distancias menores que 
la longitud de Planck?). En nuestro caso, al estudiar sistemas 
infinites solemos estâmes restringiendo a estudiar las propie­
dades que no pueden ser modificadas haciendo el sistema mayor,
Aunque, como he dicho, para cl equilibrio ambos puntos de 
vista lleven al mismo formalisme, es posible que ello no sea 
asi para cl no equilibrio.
Aun lioy creo que los articulos que mejor clarifican estos 
dos puntos de vis ta son las contribuciones de Oscar Lanford y 
de Aizenman, Goldstein y Lebowitz en (15). Puestas a punto mas 
m o d e 1 nas se encuentra en (16) que, es ciertamente, imprescindi- 
blo.
En cuanto al problema de justificar la prescripcion de 
Boltzmn - Gibbs, se han propuesto muchos argumentos -incluyen 
do el francamente répulsive de decir simplemente que parece 
funcionar-. Mi favorito es el contenido en la tesis de E.Nelson 
que lo que hace es caracterizarlos como los estados estaciona-
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r.i or, quo son i ndist.i nqui hies do .los quo obtcndrinn liaciondo t;vo- 
luc.ioMcir el sisleina cn .la direccion contraria del tiempo.
Notese quo esta condiciôn de "reversibili dad" no es una con­
diciôn dinâmica, aunque lo parezca. Puede escribirsc como una 
serie do condiciones de compatibilidad.
Desde un punto de vista tc'cnico, si nuestros unices obje - 
tos son medidas, y nuestros unicos argumentos de teoria de la 
medida, no hay ninguna dificultad en considerar espacios de 
configuraciôn de infinitas particules, porque la teoria de la 
medida solo ul iliza compaci dad y normalidad -hipotesis del tco- 
rema de Riesz - que se mantienen cuando tomamos productos in­
fini tos . Si queremos hacer dinâmica, es bien conocido que la 
teoria de existencia y unicidad, requière propiedades mâs fi­
nes coiûo continuidad y condici ones l.ipschitz cuya estructura 
queda totalmente alternda al pasar a un numéro infinito de par­
ticules .
Curi osamente, las propiedades ergôdicas de los modèles cam- 
bian totalmente: un gas de infinitas particulas libre no solo 
es ergôdico y K sino tambien Bernouilli; (I,a prueba, debida 
a Sinai, muy seneilla, una vez que se cntienden las defi- 
niciones, se encuentra en el articule de Aizenman, Goldstein, 
y Lebov.'itz (15) ).
La teoria de irreversibilidad propuesca por O. Lanford en
(15) ineorpora todas estas ideas:
Tomamos una sucesiôn de modelos de gases de esferas duras, 
caracterizados por el nimiero de piirticulas, cl volumen, y el 
radio de los âtomos.
Si tomamos cl limite de un modo muy precise (limite de Grad)
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y unn djst ribuciôn in ici al (suma de S's ) que converge -despues 
de reescalar- un limite, la ecuaciôn satisfecba- durante un 
cicrto tiempo por esos limites de distribuciones es la ecua - 
ciôn de Boltzan.
Desgraciadamente, solo parece servir para probar validez du­
rante un tiempo finite.
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III LA TEORIA DE PRIGOGINE - MISRA -COURBAGE
Esta teoria es un poco diferente del marco que hemos esta­
do discutiendo.
Esencialmente', lo que los autores proponen es una reinter- 
pretacion del proceso de medida, de modo que con ella la teo­
ria cinetica sea un teorema.
Lo que los autores proponen poner en juego es el hecho de 
que, bajo evolucion temporal, los conjuntos del espacio de las 
fases se complica mucho y ademés, son casi independientes, des­
pues de un cierto tiempo.
En este aspecto, es una teoria de irreversibilidad para 
sistemas K (hay tambien versiones cuanticas, pero no las voy 
a discutir) y, por tanto, es independiente de si esos siste - 
mas K provienen de un numéro finito o infinito de particules.
La razôn por la que pienso que es una teoria de un numéro 
finito de partlculas es que solo sirve para establecer rela- 
jaciôn al equilibrio de medidas que son absolutamente conti­
nuas con respecto a la medida de equilibrio. Para sistemas de 
un numéro finito de partlculas no creo que sea una restricciôn 
demasiado severa desde el punto de vista fisico. Sin embargo, 
para sistemas de un numéro infinito de partlculas las medidas 
absolutamente continuas son aquellas en las que el sistema es­
té en equilibrio salvo una perturbaciôn local (ver (15)) que 
es, ciertamente, menos de lo que querrlamos probàr.
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Es posiblc que pudiera obtcnerse una teoria mâs flsica a par­
tir de estas ideas aplicândolns a una sucesiôn de modelos de 
tamano creciente. Parece,sin embargo, que no séria muy satis- 
factorio considerarla como una soluciôn definitiva.
Estas opiniones, parecen reforzadas por la investigaciôn 
que signe sobre la velocidad con la que se produce el acerca- 
micnto al equilibrio. Parece demasiado lenta para acomodar al­
gunas ecuaciones cinôticas aunque, claro esta, tomar limites 
termodinâmicos podia cambiar esto radicalmente.
Como veremos, la irreversibilidad y la segunda ley -una 
version de ella- son un teorema y, en ese aspecto, las con- 
clusiones son interesantes. Queda, por supuesto, el problema 
de decidir si el precio a pagar-una reinterpretaciôn del pro­
ceso de medida- vale la pena.
Prigogine - Misra observan que para sistemas K , dada su 
inéstabilidad, résulta muy diflcil hacer préparaciones de mo­
do que ] as trayectorias de vin sistema si gan una prefijada du­
rante un tiempo apreciable. Por tanto, cl concepto de trayec- 
toria individual pierde sentido.
Cuando observamos un sistema, no observamos la "verdadera" 
dons idad p , sino una version difulninada de ella ^=jA.f 
donde A .  es un operador lineal que, para poder mantener la in- 
tcrpretaciôn de p como una densidad de probabilidad debo 
ser un operador markoviano. Dada su interpretacion comoopera­
dor hace las cosas mâs borrosas es razonable suponer que es un 
operador doblernente markoviano.
Como mencionamos antes, nos restringiremos a considerar es­
tados absolutamente continues, de hecho, siguiendo prâctica 
standard cn la teoria,limitândonos a estados en L^. Por corn-
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pletitud, tambien darcmos algunos otros resultados para otroî 
L^. Muchos de ellos, como sc vera, se siguen de los resultados 
y de los mucho mâs sencillos dada la doble markovianidad 
^ mediante "interpolacion" (19) (que ya ha sido in-
vocada para la acotacion \\ IF " ^  * Deduclremos
estos resultados de esta cota en vez de probarlos directamente, 
que, probablemente, serra mâs elegante matemâticamente).
Si es inyectivo podremos describir nuestro sistema tanto 
usando p como ^  . En la descripciôn usando ^  , la dinâmica 
vendra dada por ~  A i l  A-^
Hay que notar que,en general, /\T^ no estarâ definida en 
todo punto, pero, requeriremos que esté definida en un conjun­
to denso. »
Para que estos opéradores puedan intcrpretarse como una di­
nâmica en el conjunto de distribuciones de probabilidad que 
préserva 1 , el estado de equilibrio, deberia ser
un operador doblemente markoviano en su dominio de definiciôn. 
De esto se puede deducir (18) que préserva todos los espacios 
y 4 é p ^  co de modo que su norma es 1 como operador de
en . Por tanto, tiene una extension ûnica a todo
que tambien es doblemente estocâstica.
Obsérvcse que sôlo podemos hacer estos requerimientos pa­
ra t - O. Nuestro objetivo es que |( — d. ^  tienda a
cero; por tanto no puede estar uni fermement e acotado y,
por tanto, no puede ser doblemente estocâstico.
(Una de las consecuencias de esto es que hay densidades cu­
ya historia sôlo se extiende un tiempo finito en el pasado)
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)■:] ol)j(q.iv',j scif.i )>):c'bar cjvk; Jodar; .las dl.'; tr.i biK'.i.onc.s cn
.'■.f,; acrf'icaii a T o(j u.r .1 i.b j.io iiioiuiLfauniivaijq. Ln dcfjriicjon que 
lomamos de aproxiinac.i on ir.onolona cs — ^ ^  O
moiioLonainenl c’.
I’l i q o q i  ne-Mi  s r a  p r o p o n e  1.1 a mar a e s t a  c a n t  Idad l a  e iU . r o -  
p Xa del si s 1 eni.\ .
A mi undo de ver, .esta no es una def in ici on tot al mente .sa- 
tisfacloria, puesto que si tomamos dos :;istemas in dope ndien - 
tes, la enti opia del sistema coirpuosto no es la suma do las 
ent ropias.
Una def in ic'ion, l^ asl ante cn la filosofia do Priqoqine-rMi sro 
quo qoza do esta j:>ropiedad, se encuentra en (20). Muchas, de la;
tec ni cas de este articule fueron muy utiles en la (juc consi dc-
ro 1 a mejor version de; esta teoria (21). Voy n sequir este û 1
t imo muy de cerca ])ora un resumen de la teoria.
En resumen, ostamos buscando un o))era;dor J\_ de modo que 
préserva positividad
A* 1 = 1  . \  doble markovianidad
Pc fi ni da en un con junto denso
V A  = AUtA~^(eierre) préserva positividad de esto, usando lo 
an I cri or se signe doble markovi rmidad de 
M (. V/p " il ai) || -> O monôt onamcn te .
IiO que va mes a hacer es da r un mé todo general de const ruir 
los ojK'i. ado): cs sati sfacicndo todo.'; la >r; requerimientos <‘inte- 
ri ores para todos los sistemas K.
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La construccion, como se verâ,.es sorprendentemente general 
y solo utiliza argumentos blandos. Al final discutiremos su ini- 
portancia.
Las notaciones para los objetos asoclados a los sistemas 
-K son las mismas que en el capitule anterior. Por convenien- 
cia para el lector repetimes las qu«r vamos a usar.
Una dinâmica induce un semigrupo de operadores U^.Si 
la dinâmica es un sistema -K tenemos una familia de proyec- 
ciones verificando
^  cu.-0knâLo ^  < A
\>) ICvTt T a  —
> — oo
g  U t  
i) VJ‘ P,„Ut= P.„ ( -  - Î -
■Q.j Y
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Aunque yo hemos probado un sistema K verifica estas pro­
piedades es interesante mencionar que el converse tambien es 
cierto. Esto se sigue del hecho (lecciones de Nelson en (25) ) 
que las proyecciones que preservan positividad son valores es- 
perados con respecto a una ^  - âlgebra. Por la propiedad C), 
estas G" -algebras han de verificar las propiedades de la dé­
fini ciôn de sistema K
Trataremos de construirA Gel siguiente modo 
oo
A  ?  f
Hay que notar que Pjy no es una descomposicion de la unidad por 
el moles to oo Sin embargo
F . =  P . - P - oo
Sx que es una particiôn de la unidad sobre el subespacio 
de las funciones de integral cero. Con frecuencia lo utiliza- 
remos en vez de los P
y \ =  I  + ?-to
Vamos ahora a tratar de traducir las propiedades que nece- 
sitâbamos de A- en propiedades de -Vv. y a comprobar que hay fun­
ciones que la satisfacen
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a) Es c] in:o que incicjjcnd i ont cinenl c de cual sea li, la
forma nos (laranf i :,a ^ ? A. real)
b) Intcgrando por partes (sujxmdremos li svif.i.cientemen-
A = - { \ ' W R , A \  r«,ularl
De modo "que cuando 4 O y
es combinacion con coeficientes positives de opera­
dores que preservan positividad {*)
c) Si O  en ton ces ^ esta densamente defi-
ni do.
Observcmos que préserva positividad si y solo si V.’^.
liace. Un câlculo sencillo muestra que
?..
con lo cual la discusiôn vuelve al punto b) . Nôtese que ya
tenemos V   ^ .
o < —   < 0.
t e a  
ü) iUv A v M l =  4
Ngt.a
(*) El que la funciôn sea dc^creciente y acotada y a garan- 
tiza suficiente regul aridad si interpre tamos li (A) como inte­
gral de Stieltjcs. Cl a r amen te es un punto sin i mp'>>'tancia y, 
aunque se puede comprobar que cs una suposiciôn superflua, se 
puede asumir que b es con tinuaincntc; derivable.
«b
Para una cilstrib’ociôn de probabilidad en tenemos
n.
Il p -1 Wjx = \\ VJb ~~  ^ 13 -
Dado que ci. ^  e s  una medida positiva y fini-
( A tt')
ta y que decrece monotonamente con t para
^  fijo usando el teorcma de la convergencia monotona de 
Lebesgue, " ^ILi ^ ^  monotonamente, supuesto que
lim . - Q para todo ^
4 vCA)
Esto su ce de si y solo si lim - °
^->0o
La contruccion de [\_ esté, por tanto, compléta en cuanto 
encontremos un funciôn h que satisfaga simultaneamente:
a) monotona decreciente
b) h (— oo ) - 1
“ b ^  ^ decreciente con para todo t
d) lim
A-) V03
Las funciones que satisfacen estas condiciones son las ex- 
pononciales de funciones, côncavas, negatives, decrecientes, 
tendicndo a cero,condiciones que son clrramente compatibles, 
(é.g. e~* )
Ahora nos gustaria investigar propiedades més finas de ?s- 
ta construcciôn. El objetivo declarado de esta construcciôn es
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converti r.la eventnalinente en nna clcri vacién exacta cîc nna ocua- 
ci ôn cinética. l'or sujouesto, para liacer cno, preonini blcmcntc 
liabrra que Ijacer un anali duro adaptado al inodelo. Esto no 
en tari a dcriiasiado lojon de las ideas en (23) (24).
Sin embargo, coino- vamos a ver, esta construcoiôn tiene un a 
limitacion -incluso a este nivol abstracto-; que todas las ecua- 
ciones cincticas que'se pueden dcrivar por este procedimiento 
tendri.an cero pert en e c i en do al espectro -es decir, no b abri a 
tiempos de relaj aciôn-.
Es de notar, sin embargo, que esta teoria esté adaptada al 
formalisme micl.'ocanôni co mi ont ras que la mayor i a de las ccua- 
cio)ies cinéticas estén formuladas en cl formrilismo canon i co.
. El objetivo del arguir.cnto e s caracterizar de algûn modo los 
estados que decrecen lentamente.
El instrumcnto idôneo para hacar esto es un argumente de 
catégorie (*).La unira dificultad es que estâmes interesados 
en nacerlo en un subconjunte -ei de los estados que. tiene in­
terior vacio. Sin embargo, por la linealidad, ccnirola todo lo 
que pasa en el espacio.
Nota
(*) Fieles a la tradiciôn do la teoria crgodica de mez- 
clar diferente estructuras, cl argumente» de la catégorie es 
extrano, puesto que aunque sus conclusiones son topolôgicas, 
sus hipôtesis-cornpletitud y metricidi\d-no lo son;.
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Asi fjuc r:; j:>oc-o no) proncloiiVc' ('1 r.i.guioito i.c'oreina ((juc olj 
vJaincnl o on goncw a.T.lzab.lc)
'JVjo'cnia 1
’^p - { ^ 0   ^ 5 ^ 1  ^ Î ^ ^
flea una f ami 3 ia do operadorcn : if i_ conlinuon
do modo qut! \jAo<l\ no esta acotada cuando c>< recoirrc I.
i;))t,or)ces, bay an con junto residual-cn la topologia iP de E - 
do modo quo todos sun elcmentos x tionen la propiedad quo 
no esté acotado.
I’ruoba
e,^= I x / x f c L ’’ ^ 1IA«.ï-IL^
Por la dclinicion son cerr.'idos en E^
bantar ia probar que do i nterior vacio, puesto que entonces
^p^ neria abierto y dense y E^ -(E^ E^  )
en p.i ecisamcnte el conjunto de puntcm x en E^  ^para los que 
no esta acotado.
El modo de probar esto es rnodiantc contj:adi ceiôn. Probarc- 
mos cpio si uno tuvi.esc inl cri oi no vacio en E^ ,^ en tone es 
il Ary.ll est aria acotado.
r
As i (pic sujjongainos que exist en, h., 6  >0 y Xo ^
de modo cjue 11 X  - Xo \1 ^  t , X  <?. H p X
Entoncen pod) iamos encontrar - 0, tal que
1 ( i -V J '■j ( ^  + Xc) -  Xc. Il p  ^
Si y ^ 0, claï amcnte ( t ) Ç:
y, por suponicion debe perteneeer a b^. De mode que
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y por tanto
En otras palabras, cualquier tuncion en positiva, y de 
norma menor que S pertenece a
Escribiendo cualquier funcion como diferencia de su parte 
positiva y su parte negative, esto implica una cota uniforme
De aqui se deducen fâcilmente los siguientes teoreinas 
■ f.-
Teorema 2
• Sea Ep definido como antes. Entonces, dada cualquier
Ç C't'i — -- ^ O y cualquier constxuida como se ha in-
dicado anteriormente, hay un conjunto residual en la to­
pologia Lp de Ep de modo que f
no esta acotado para todo
Como vamos a probar existencia de ciertos estados, es po- 
sible que al imponer mas condiciones a Los estados, estos 
desapareciesen. Una condiciôn que surge naturalmente en me- 
cénica estadistica es simetria bajo intercambio de argumentes 
La conclusion, sin embargo, se mantiene y, en el curso de la 
prueba, quedaré claro que hay muchas otras simetrias que tam- 
poco alteran la conclusion.
92
.TpcUiU'KL.. A
Ç f  I P>/° / i v  = i , Ç oin,6trl«> bnjo iiilor-
cnntbio do a).qviincntos ^
Eiitonccs cl a da cvialcpiior f (t) — 9» 0 y cualquier- /V conn-
i 1 ui da como ant eu: j ormou be y cjue preserve enta nimetrria (mon - 
trajrcinos c)U(i elle es jrosible) existe un conjunto c  
cjuo OS J,-P - rc:sidual de modo que
^ Ct) II2 no esté acotado pai*a todo
Nc'tcxse que in condicion de cjue A. preserve la srinetria puo- 
de j US. ti f r carse por la mis ma r axon ]?or la que exiqramos ma rdco- 
v.ianidad: cjue aplicpie estados on estados.
j’ruejra
En vista del teorema 1 , bas tari a proira r 
dado que entonces, a f ort.i ori , tcndr iaiiio.s
f ( W  I W t  -TAco \| no acotado
El resultado con ■— 5 c.s muy iâci l
11 -- 'ia. 11 j,
Eero, ostc' cs un ope rad or cjxrc ya teneinos di aqonalizaclo 
con 3 o que es solo cues ticrn do una simpl e comprobacion.
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Para obVcnc'r cl rrsultado ma s fucrto, 3o vinico que tencmos 
que liaecr es comprobar que las fvineiones cjuo saturan la uorma 
del operador, tieneii norma L nie no r que 1.
Claroinente,. cl inél.odo do saturer la norma es poner ma s a 
cerca de ^ - w  (en la rcprescntac j on de )
Si una f une ion ()-g, V. satisface
^  \J'— LZ" . -— tiene toda su ma s a a 3 a izquierda 
de G —  pue de comproliarse que
tt lir ^
Podemos to'mar v de la forma 
don de l\ es un conjunto de
V5- r:
Si A tiene medida 1/2, la norma de O' coincide con la nor
ma I."
Dado que todas las O^nlcjebras son isomorfas y que
\ y contiene con juntos de medida 3/2, 
de^c contcner conjuntos de medida erb.i trariamentc proxima a 
1/2.
De aqui obtencmos .
11 ^  Cs) ,
como S' OS arbitrario tomando S — 9 — obtenemos
11 w ,
(quo en realidad es todo lo que necesitamos) . Ija otra desi- 
gua3 dad es trivial.
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For Viuito, )i( nios p) obiido (*) y, u .sü i kIo cl l.coroma .1, el 
Veoj'C'ina 2.
ba prueba del teorema 4 es total mento similar, lo unieo quo 
bay que loner on eucnta os mantener en coda paso el requerimicn- 
to do simetria. ],o cjue no es absolut a me? n te trivial cs compro - 
bar ( *) , Ecu o debe re se r va r la simetria y cont j one con-
juntos si meta i cos do medida arbi traria .
pbsc^rvacri o n  1
El esc’oçif'r li" para los teorema s an te ri or es se bi zo porcjue 
scSlo para bernos podi do probar monol oni ci dad de la c'onverqen- 
era al ecjuilibrio -que bay convercjencia se si que de vin arqun.cn- 
to de ecpii continui dad-.
Es posible, sin embargo probar: para cualquier f (t) — 0  
y cmalcjuior q , 1 - q - , bay un conjunto
esidua 1 en E^ de modo que XÇ (-f) ^ iKVi-t”  
no eslâ acotado para to do s los
El Jazojiamiento para probarl o cs el taismo. Soi o ne ce si tamos
q ue
\1 W^-V-cc % K  > G
Esto se prueba olrservando que, \\ X-\\,^  .4
Eor tanto
W b 'J o b o .)  c iC 6
/
Usondo quo
Obtenemos que
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=  A.
Podemos, pues, decir que en cierto sentido precise, la con- 
vergencia lenta al equilibrio es el comportamionto mas abundan- 
te. Esto no quiere decir que no haya comportamientos exponen - 
ciales.
Teorema 4
Hay un conjunto D C  E (E como en los teoremas 2, 3) 
de modo que
donde cA es una constante que solo depende de h.
Este conjunto es no trivial en el sentido de que es
2
L - denso en el conjunto
Podriamos hacer afirmaciones més fuertes sobre su tamano, 
pero no vale la pena por el momento
Prueba
El conjunto D lo vamos a construir como aquellos estados 
que tienen toda la masa a la derecha de un cierto punto.
S i  y f  ^  R < a a v (  t -  ? ç )  p a r a  a l g ü n  é-
f-
%11 (\>-4 - CIj,., ' j -
-  (vX^)
Como li OS loy-convoxa, oxistcn tX , K  g de modo que
Alioio, si Ç es un est ado y \l \1 ^  ^
entonces C- 4 : ~ î ^ ) ^  es tambicn un es ta do, dado que
b - T c ) Ç ~ > Ç  . î - > - œ
de modo cjue, como o f i rmamos, todos los estados sut icientenicr.te 
cerca de 1 pueder 
exponcnc.i almente
7.en ser aproximados en L ' por estados decayendo
El teorema, tal como se ho enunci ado, no es épttmo. Cual -
quic) funcién f (t) tal qvie K  Clij
,  ç<.t
)«od I a ser utiltzada en vox de ^
Flay alcjunos li sati s f acicndo ] as condi ciones nccesai ias
para définir una I\ de modo que todas 1 as f's son a lo mâs
exponenci al es. Hay otras, sin embaiçjo, qua a dm i ten un decreci-
miento mâs râipido x
(e“^ )>. ej.)
(Ei c s o  ibi mes tv(^ '\ ~ ^  podriamos tomar e( tan
cerca como q u o  atnos de li m $  C c))
A t le
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Si este limite es oo podrémos tomar funciones mâs râpidas que 
exponenciales)
Tenemos el siguiente teorema que puede ayudar a clarificar 
cuén lejos esta el teorema anterior de ser éptimo.
Teorema 6
■fHl .
Sea f (t) 'satisfaciendo —r------  — =» O todo t.
f-
Entonces no hay ninguna funcion p que tienda al equilibrio 
mas deprisa que f(t) .
r. Es decir, no hay ninguna funcion Çe tal que 0 /  constant.
Prueba
Dado que Y ^  ~ ? H-)
debe haber un Ç de modo que
> o
Pero ^  p ^ es una medida positiva y
>  ü i ü i L  r ! i < ç , T , ç >
tsi. el objctivo do la teoria era dorivar directainentc la tco- 
rio cinética, los resultados anteriorcs son un poco desilusio - 
nontes. l’odcmos preguntarnos si cambiando un poco cl formalis- 
mo podriamos obtener resultados inés esperanzadores.
Sin embargo, puede comprobarse que los resultados del argu- 
mcnto son bastante dificiles de modificar pues estân basados 
en un argumente bastante general -de la categoria-. Por ejem- 
plo, son también ciertos si decidimos imponer a los estados la 
condiciôn de ser funciones continuas -el ûnico paso a compro - 
bar cs que la ndrma es uno, pero,bajo
hipôtesis muy débiles en cl espacio, podemos aproximar 
por funciones continuas sin auinentar la norma de estes.
Desde el punto de vista dinamico parcce que podria ser inte­
rns an te exigir algo mâs a lus particiones - p o r  ejemplo ser mar- 
kovianas- y algo mâs a los estados-por ejemplo continuidad Hol­
der- En CSC caso, es bien conocido que hay propicdadcs de"clus­
ter" y muchas otras propicdadcs relacionadas con el limite.
Otra posibilidad proviene del siguiente razonarniento: En 
realidad, lo que estâmes haciendo os poner mas a cerca de /\--co 
Hay condiciones que podemos imponer como por ejemplo
Entonces
De modo que p tiende al equilibrio mâs deprisa 
^  Ae ( 1^11 i) ^
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Esta condiciôn tiene la interpretaciôn de que "la edad inter­
na" del estodo tiene sentido.
Otra posibilidad que cabe considerar es que estos estados 
decreciendo despacio, se hubiesen introducido al tomar el cie- 
rre.
No es asi puesto que las pruebas anteriores pueden repetirse, 
paso por paso, para
V t =  A  U t  '  +
oaao que A q
esta claro que los estados decreciendo lentamente para gene- 
ran estados en RanJ\. decreciendo lentamente para
Por supuesto, puede argtUrse bastante sobre cuâl es el marco 
funcional en el que hacer mecânica estadistica. En mecânica cuân- 
tica se. han considerado varias posibilidades (25), curiosamente 
para tratar problèmes que tienen una cierta similaridad con los 
aqui discutidos (la teoria de Scattering en la version de Lax y 
Phillips tiene unas ciertas simileridades técnicas con la formu- 
laciôn de sistemas -K que hemos utilizado. (Debo agradecer a 
M. Galella haberme informado de estos resultados y su ayuda cuan­
do ambos asistiamos a un curso de B. Simon)
Otra posibilidad a considerar, es que podria parecer otra 
nueva construcoiôn de operadores a la que no se aplicasen los 
argumentes aqui discutidos. Como ya hemos mencionado, no séria 
cl final de toda la historia, séria un avance, si acaso, en la 
estrategia.
iUO
Mo gustnria, sin embargo, llamàr la atencion a un punto iiti- 
portanic traido por la teoria y es que posiblementc la defini- 
cion actual de entropia para un ostado — de un sistema finite- 
no refleja nuestra intuicion de lo que es la complejidad de un 
estado (de liecho se mantiene constante, bajo evolucion hamilto- 
nlana). Depende de la medida (no de la forma) del conjunto don- 
de se toman ciertos valores.
Otra pregunta que quizâ séria interesante, es si se podria 
hacer (;y justificar^) una teoria semejante a ésta en el contex- 
to de la teoria de Lax-Phillips.
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X Prefacio
-Dentro de la filosofia de dividir los métodos en "blandos' 
y "duros" résulta muy coherente, despues de haber dedicado 
un capitule a resultados "blandos", dedicar un capitule a re­
sultados "dures".
Los métodos que me parecieron mas interesantes son los 
métodos K. A. M.
El material de este capitule esta todo él tornade de notas 
de un seminario que di en Princeton en la primavera de 1982, 
por sugerencia de E. Lieb. El objeti.vo era servir de moti- 
vaciôn al curso que iba a dar G. Gallavotti, sobre material 
mâs avanzado.
Por aquel entonces, ya habia dado seminaries sobre los 
métodos de M. Herman que aprendi en Les Bouches y los habia 
aplicado a dar una prueba del teorema de Siegel que mejora- 
ba las constantes clâsicas en 40 ordenes de magnitud.Cuan­
do me puse a preparar las lecciones me di cuenta que podia 
simplificar algo las pruebas standard .
En el curso de la exposiciôn, G. Gallavotti, J. Mother, 
descubrieron algunos errores y sugirieron nuevos arreglos 
del material.
JEspecialmente en el trabajo de entende r los métodos de
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M. norman discuti muclio do esto material con mi companoro 
D. Goroff.
A todos ellos estoy muy agradecido, porque hicieron un 
placer el aprender todo ésto.
Las razonos por las que me decidi a estudiar el teorema 
de Siegel son multiples.
Aunque présenta varias de las dificultades de problemas 
mueho mâs realistas, no présenta algunas de caracter tecni- 
co y , por tanto, es mâs interesante pedagogicamento.
Pero el interes no es solo pedagogico: un problema de 
enorme interes matemâtico, fisico y practice es estudiar la 
ruptura de los metodos K.A.M. Siguiendo el método cartesia- 
no, parece mâs sensato empezar por los cases mâs sencillos.
Pero no es solo un problema mas sencillo. También es su^ 
ceptible de ataques mâs générales : notablemente las ideas de 
Julia (1) que hoy estân siendo revitalizadas por D. Sullivan, 
A. Doudy y J. Hubbard y que, en mi opinion -son de los resul­
tados mâs interesantes que estân apareciendo en sistemas di- 
nâmicos recientemente. Desgraciadamente no hay referencias 
publicadas de este ultimo trabajo.
Dos referencias recientes que considère particularmente 
Interesantes son (2) (3). Los conjuntos de Julia, han servi-
do para aclarar y organizar la teoria de mapas del intervale. 
Por ejemplo, utilizândolos se pae^e probar que la entropia 
topoldgica de j — M
es una funcion creciente de (Equivalentemente, hace
la cascada de Feigembaun canonica) (4)-
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II Los resultados clâsicos
Los resultados de esta socciôn esta tornados de las notas 
de mi seminario (5).
El problema que vamos a considerar es el siguiente:tene- 
os una aplicaciôn conforme del piano sobre si mismo con un 
punto fijo
•U?-i
Podemos imaginarla como una ley de movimic-nto de pvintos 
en cl piano.
Cerca del origen, la dinâmica es heuristicamente, cas i la 
dada por la parte lineal
%
El método de Hamilton-Jacobi en mecânica, consiste en ha­
ce i un cambio de variables preservando la estructura canéni- 
ca de modo que nuestro sistema en las nuevas variables sea 
trivial.
(Incluso, aunque tal cambio no pueda hacerse mâs que hasta 
un érden finito, résulta haber una ventaja sobre hacer pertup 
bacionos asi). •
Asi que, estaremos interesados, como modelo del problema 
de pcrturbacioncs en mecânica en el siguiente problema.
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iCuândo hay un cambio de variables analitico en una ve- 
cindad del origen de modo que
equivalentemente
w  =  o-VC’ )
vy'(o) = 1
(La ultima condiciôn en la derivada, sôlo se supone por 
tener unicidad, claramente si ^  satisface b), también ^  Y  
para cualquier A € C  la satisface).
Lo primero que hay que notar es que si a no es una raiz
de la unidad, hay un ùnica soluciôn formai para ^  —
a fortiori una ûnica soluciôn analitica-.
La razôn para ello es que mirando al coeficiente de z" 
en ambos miembros tenemos
«. 9.% + 1 4  f "
Donde es una funciôn que se puede calculer.
Asi, dados "l "fi fi Y  conocidos i * s e  puede
calculer mediante ' ^
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El ûnico problema, es,,por tanto, probar convergencia 
de la serie asi obtenida.
Asi planteado, el problema résulta dificil
Cuando 1 el denominador decrece exponenci almen­
te y, tenemos ademâs que sustituir recursivamente.
Incluso cuando 1 A.( -4. ,el denominador se hace también
arbitruriamente pequeno un numéro infinito de veces.
Antes de dar una prueba de convergencia, sera interesante 
exominar las relaciones de este problema con el problema de 
la estabilidad.
El lector familiarizado con la fisica matemâtica notara 
que '"Ç ) son los operadores de orida y quizâ, los argu -
menton siguientes les resultèn familtares. De hecho, fueron 
construidos teniendo delante un libro de teoria de "scatte­
ring" , notando que la compacidad en nuestro caso es solo 
equicontinuidad.
Teo.rcnia_l
Supongamos 1  ^1  Entonces, el problema b) tiene
soluciôn
Prueba
Cons trui remos ^  como
V J  ('î:') -  JLa/v»a Ô L  
^ ^ 'V\-7 CO
Ill
Obr.ervcmos que, entonces, hay una vecindad que queda apli- 
cada en si misma y la constante de Lipschitz en ella es menor 
que ( ^0.1-té ) donde S. se puede hacef tan pequeno como sea
necesario, tomando una vecindad suficientemente pequena.
((Dbsérvese que a es la derivada de f en el origen y que es­
tâmes cerca de él)
De modo que
a~^ f” (z) converge uniformemente en esa ve­
cindad. .
El limite es claramente analitico y satisface la ecuacion 
b) . .
Corolario
Nôtese que esto prueba unicidad incluso en el conjunto de 
funciones continuas. •
Claramente cualquier funcion continua que satisfaga b) 
puede obtenerse del modo que hamos discutido.
Para resolver el problema en el caso que | a| > 1  podiamos 
simplemente estudiar el problema para y aplicar el caso
anterior. Sin embargo, es interesante probarlo directamente.
Teorema 2
Si |a| > 4L el problema a) tiene. soluciôn.
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P rueba
Cons trui reinos la funciôn como 
l^(^^-lim f" ( a"" z)
Si tratamos de imiter la prueba anterior estimando
\£"+l z) -£''(3-^)1
pronto nos damos cuenta de que queremos probar que 
£n+l ,a-(n+l)
quedan en una vecindad, ôe modo que podemos utilizer una 
como constante do Lipschitz para f", C t G.)
El argumente, puede hacerse por inducciôn.
Supongamos que es cierto para n. Entonces, estamos autori- 
zados a suponer que , , \yi , . i-l-vv
esto nos implica que f ^  (a~^'^^^^z) también esté en una
vecindad no mucho mayor. En total, escogicndo adecuadarnente 
la vecindad inicial résulta que -f ^ ^  ^
sicinpre permanece en una vecindad
El rosto del argumente es como antes.
Esto me sugicre que hay una relaciôn entre estabilidad 
del origen y la existencia de soluciones del problema a) b). 
(Que una soluciôn de a) ô b) implica estabilidad es obvio.
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Teorema 3
Supongamos que hay una vecindad tal que f" (z) es equicon- 
tinuo en esa bola. (el origen es astable), a = 1  entonces 
también hay soluciôn a).
Prueba
g.-n f" (z) también es equicontinua
y, por tanto, “w-v p V
también son equicontinuas
TV—\ ta t\ U.V\
k oM.
Escogiendo cualquier sucesiôn convergente
A ^ - ^ Ÿ
(iRecohoce el lector el argumente de Krylov-Bogoliubov?)
Vemos asi que hay una relaciôn entre propiedades geomctri- 
cas y la convergencia de series de perturbaciones.
Vamos a atacar ahora el problema de la convergencia.
Como dijimos antes, el problema és tratar de controlar los 
"pequenos denominadores". Podemos pensar en ellos como resonan-
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cins y, nxinqvie sen inevitable que haya • rcsonancins inuy severas 
parocc intuit!vninente claro que si para que una resonancia sea 
muy severa es necesario que tenga un drden muy elevade, no es 
tan importante.
Teorema 4
Si a es tal que
U ' " - t r V , r ^  algOn
JCntonccs hay soluciôn de a)
Comentario
Aunque he escrito la hipotesis como ^ ^   ^es para sennlar
que la prucba funciona tambien en ese case
Notar que no hay ningun a que satisfaga estas desigualda- 
dcG cuando P <1 A, .Para V  — 'i , el conjunto es no vacio, pero 
OS do modida nula on el circule (sin embargo, es un conj unto 
muy intoresante) y para los otros résulta ser de medida total 
en cl circulo aunque ni siquiera la union de todos estes con - 
juntos es todo cl circulo. Hay numéros cuyos lados dcrechos 
croccn expononcialinente (per ejemplo 2V->-C')
Ista rapidez -mayor que ninguna potencia, esta ligada a que 
el numéro sea trascendente.
Aunque las pruebas de la relativa abundancia de estes nû- 
niorcs sea casi triviales (ver el libre de Arnold & Avez) , el 
lector es animado a consultar donde toda esta informacidn-y 
mucha otra- so derive del teorema ergodico de Birkhoff (en un 
estilo franoamente delicioso) (63?) es también muy intoresante.
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La prucba que voy a dar esta basada en un metodo propuesto 
por Kolmogorov, y es casi la prucba standard. Al final comen- 
taré las diferencias.
Podfamos pensar en esto como en teorema de la funciôn impif- 
cita
donde
claramente
{  - A.%
t
es una soluciôn y podemos pensar en pequenas perturbaciones 
Formaimente,
Si ^  V  ^
Claramente dado r, podemos hallar z.
Parece puës, que podrfamos utilizer el teorema standard de 
la funciôn implicite (7). Sin embargo, F consiste en un ope- 
rador de composiciôn que no es "diferenciable" -sentido débil- 
mas que en espacios de funciones analfticas. Pero, en esos es- 
pacios y con esos sentidos de la derivada no bay teoremas de 
la funciôn implfcita, como prueba un ejemplo en (7).
(De hecho, con hipôtesis de no resonancia mâs débiles, aun­
que la "derivada" tambien tiene soluciôn, bay ejemplos que 
muestran que bay divergencia. Los discutiremos al final)
Una pbservaciôn que probarâ ser util es pues totalmente equi-
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valante cnponer que los tcrininos no Ijneales son pequenos o 
que trabajar en vecindadcs mâs pequenas
Asi que supongamos que tenemos una aproximacién de nues-
tro problema y queremos encontrar ptra mejor
. C( V'«Ç') - =
Toinaremos, como ecuaciôn para u” que el segundo termine 
es cero, de modo, que asi, el error rcstado sera de "segundo 
orden".
Por tanto, sera util pasar un cierto tiempo estudiando ecua- 
ciones do la forma
(1) r
donde g (z) esta suficientemente cercano a 1 en una vecindad 
aol origen
Estas ocuaciones son demasiado dificiles do abordar direc- 
tamente . Es tudiarornos primero
(2)
Lcma
Supuesto 11 ( 0 ) = 0 ,  (2) tiene una soluciôn unica
A o  - o
-k>/1
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Mas aûn, bajo la hipotesis do no resonancia del teorema
Llamando ,
r— U
4
Usando las désignaidades de Cauchy
Donde A es un numéro que no depende ni de ^ ni de ^
Podemos ahora volver a ^
Log g (z) es analitica 
Log^(O) = 0  
Por tanto, existirâ una )
itcx
p ,  \
y, si g(z) es cercano a uno en una vecindad i / — & 
también sera cercano a unb en una vecindad ligeramente mener
Utilizando la funciôn podemos escribir la ecuaciôn ori­
ginal (1) como
r  {oa.) -Çv(%) =  o - r  Cl] —  r
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r>upondremoG inductivamente que 11 ^^ 2 de modo que
i i - C r ^ L '2 ■= -2
Por las mismas estimaciones de la ecuaciôn linealizada
Por tanto
-)>
tanto pi
i AviC
Y utilizando los resultados de la ecuaciôn linealizada
Il r  4 A  a  s'd'") Si u u .
Il 'V„ e ' ^  4  A  C  " -xxf ^
Modi f icando las constantes i\ 0 U
i  A  %  ^  ) ll-’^ l U v s
Por tanto ’ ■ '^
P\ ,
Tomemos ahora ^
^ ------ —  p
EsLimando todos los poli nom! os por ('*1^ 4 \)
/  A A " . . - A " % A ^ Y
^ [A^-PX^ (2 0 ) ] ^ "  R f k J l I
2
fLô
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Podemos ver que esta sucesiôn, tomando suficiente-
mente pequeno, tiende a cero muy deprisa, de modo que es su- 
mable y, haciendo el error inicial suficientemente pequeno, 
no nos salimos de la hipôtesis de inducciôn puesto que la 
suma de la serie es arbitrariamente pequena.
Comentario.-
Las pruebas clasicas de todos los hechos citados aqui ee 
encuentran en (8). Excepto la prueba de convergencia, creo 
que las pruebas presentadas aqui son majores. (La prueba del 
teorema 3, por ejemplo, a_/parte de ser mâs simple que la de 
Siegel y Morse , se extiende sin dificultad a varias variables 
y a los anillos de Herman , en este ultimo caso, es la ûnica 
alternat!va para probar un resultado semejante)
Si inclui esta prueba aqui, aunque no la pienso superior 
que 1ns que hay en la bibliografia, es porque, es un trabajo 
original y, si no la incluyo aqui, qüedaria olvidada.
Mi objetivo era explorar cuàl era el mecanismo de ruptu- 
ra del teorema y, ciertamente, con ese objetivo en mente,es 
mejor tener cuantas mâs pruebas mejor. Uno nunca sabe que 
va a ser inferior hasta que acaba.
Uno de los aspectos desagradables de esta prueba es que en 
ella se utiliza la suma en el método de Newton.
En el método standard, lo que se hace en cl método de 
Newton es componer con funciones cercanas a la identidad.
Desde el punto de vistp de las aplicaciones a mecânica, 
los objetos naturales son los difeomorfismos, no las funcio-
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nés, y , aunque para elles la composicién con objetos cerca- 
nos a la identidad tiene sentido no lo tiene la suma.
Sin embargo, la composiciôn da origen a problèmes extras 
que son tambien molestos, sobre todo en el caso de varias 
variables. Desgraciadamente, para tratar la ecuaciôn linea-- 
rizoda, tuve que recurrir a un truco esencialmente unidimen- 
sional.
Dejo como ejercicio para el' lector el preguntarse por que 
la idea mâs sencilla de tratarlo como perturbaciones del cQ.- 
so r -- 1 mediante la fôrmula de Schwinger - Dyson no habria 
f Vinci onado.
lîay ejemplos que prueban divergencia de estas series en 
ciertos casos . Sin embargo, parece liaber espacio entre los 
ejemplos citados p. ej. en (8) y los resultados conocidos. 
Séria intcresantisimo saber qué posa para ellos.
Otro aspecto qvie séria necesario niejorar en cl teorema son 
los radios de convergencia de la vp
Es bien conocido que estos métodos tienden a dar resulta­
dos del ôrdcn 10~^^. voces lo que la gente creeque es razona- 
ble. '
En la siguionte secciôn présentâmes una prueba que, en es­
te ar.pecto, es esencialmente ôptima.
Otro problema interesanté y relacionado con este, es el 
de clnsificar scgvin equi Valencia analitica de los casos en 
J os (lue no bay serie formai (raices de la unidad) en Icis que 
bay, posiblemente, divergencia. Para cl caso ver (9). Sobre 
el segundo creo que no se sabe nada.
Para este problema, los metodos de teoria de scattering 
son esenciales.
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III La prueba seoûn el método de M Herman
En esta seccién voy a dar otra prueba que, aunque tiere 
condiciones de resonancia muy fuertes, sin embargo, prodtce 
dbminios de convergencia que son esencialmente optimos. I<és 
aûn, la simplicidad de la prueba, creo que hace factible una 
discusion detaliada de optimalidad de las constantes.
Aunque algunos de los pasos podian haberse hecho algo mas 
elegantes con el uso de métodos mâs poderosos (como de'siçual- 
dades de Sobolev) que, desgraciadamen te, no esté err el bega- 
je de la mayoria de los fisicos, se ha hecho un esfuerzo por 
evitarlos y sustituirlos por argumentos que son standard en 
la formacién de un fisico (*)aunque, admit!damante, menos 
elegantes.
Se ha hecho tambien un esfuerzo por mantener el argumento 
suelto y flexible de modo que dada una funciôn se pueda op- 
timizar para ajus tarse a ella.
(*) Reçuerdo que cl paso mâs delicado, apareciô en cl exa­
men de Métodos Mateméticos I, el ano que yo hice la as.g- 
natura n •
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El material para esta secciôn esté tornado do (10), que, 
n su vez esté fuertemente influenciado por (11) donde se 
tratan otros problemas -mâs realistas e interesantes- pero 
que no parece puedan evitar totalmente los métodos mâs so- 
fisti ficados. Por tanto,tengo la esperanza do que puedan 
servir como introduce!ôn a los métodos de M. Herman.
Intentâmes probar el mismo teorema que anteriormente, 
pero utilizando la (mucho mâs fuerte) condiciôn de no re- 
sonancla. \ Ç  t.
La primera observaciôn que vamos a hacer que, ya supone- 
mos fijoa los valores en cero, la ecuaciôn funcional, es 
équivalente a la que se obtiene tomando derivadas
' ( 'M
y tambien se puede comprobar que podemos tomar logaritmos
f  ' M M )  ^ ^
1laroemos
(*)
la idea es estudiar el operador (altamente no -lineal) 
remos /que dénotar
^
y probar que tiene un punto fijo
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Este operador se puede descomponer en varios pasos
y  r 1 0 VV 
'C4>VW--CVC'W^'*-'^
'Sft'V ='5 i,'S,'3i €')'
La dificultad los pequenos denominadores queda reducida 
al paso 2.
Con las suposiciones que hemos hecho, de no -resonancia, 
puede verse que ^6^ es como tomar una derivada, pero es 
integrar]
Mas precisamente -no precisamente del todo- introducire- 
mos dos normas |1 ||q y )) ||^ .La norma o contrôla la funciôn 
y la norma 1 contrôla la derivada.
Considéraremos
: % (I4— W IL 
' I) K   ^
t s  ‘ W Wo ^
-. Il
No cuesta mucho trabajo convencerse de que no debe ser 
difxcil probar existencia de constantes de Lipschitz inde- 
pendientes de h y a para ^  ^  y
Para podemos calculer constantes de Lipschitz dependien-
do de a. Para podemos calcular constantes Lipschitz que
son pequenas si h es pequeno.
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Pero, como mencion6 antes, podemos suponcr que h es ar­
bitrariamente pequeno restrincjic"ndonos a una vecindad.
De hecho, por razones técnicos es mâs conveniente probar 
que aplica una bola (| ||^ en si misma.
Es a bola es convexa y compacta en |1 11^  . tambien
es continuo -— > |( |(^ y podemos aplicar el teo­
rema de Schauder - Tychonov.
La ventaja de este procedimiento es; que permite obtener 
majores constantes y, creo, puede aplicarse a problemas en 
los que el otro no funcionaria.
Nôtesc que el tomar la condiciôn de no resonancia tan fuer-
t c es esencial para la es trategia. . sôlo^ncs hace ganar
una derivada".
Sin embargo, aun en el caso de no resonnncias discutidas 
anteriormente, la ecuaciôn (*) puede msolverse mediante una 
iteraciôn como la que utilizamos para el problema de Siegel.
En el problema de homomorfismos del circulo, este comien- 
zo supone una ventaja (12) (Una version mas legible es (13) )
Lo que voy a hacer es presenter una selecciôn coherente
de elecciones de espacios etc. que llevan a nucstra meta.
En ( :it)) se presentan dos, cada una ofrece ciertas venta- 
jns pero sôlo voy a exponer aqui la mas sencilla.
Si estuviéramos interesados en obtener cotas ôptimas para
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una .funciôn dada, la mejor estrategia séria utilizar todas 
estas arbitraricdades de la prueba para buscar la que mejor 
se adapta a nuestra funciôn dada.
Por ello, es interesante dar varias versiones de la teoria.
Si se tiene un pequeno computador, es muy posible obtener 
buenisimas cotas haciendo estos câlculos con su ayuda.
La fôrmula final que voy a dar, es muy susceptible de un 
câlculo numéricamente estable.
Para un problema relacionado, ideas muy similares fueron 
propuestas por L. Chiercia (14)
Prueba
Llamemos
claramente, cuando o f  2
y, ademâs, esté definida en vecindades cada vez mayores.
Si encontramos satisfaciendo las condiciones de ecua­
ciôn funcional
A V
habremos encontrado una soluciôn al problema original
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Claramente ^ 'f^  *2^ ) satisface todos los requcrimicntos.
Por tanto, podemos suponer que h esta definida en vecin­
dades tan grandes como queramos y satisface alli las condi­
ciones de pequenez que necesitamos.
Espcîcificaremos las que son necesarias en el momento que 
se utilicen en la prueba.
En este caso no vamos a utilizar \\ \\q como una nor­
ma, sino la topologia usual en funciones analiticas de circu­
le unidad. (Lo hago para mostrar que no hay que restringirse 
a espacios de Banach; las ideas-de M. Hermann- son realmente 
flexibles) * i a z V
A ^ \ f -  i  ^
A es convexo (trivial) y'compacto
^ fe A  ^  i y c * ) |4 k i  •
Por tanto A esté contenido en un conjunte compacto y es 
cerrado, pues to que . ,
A  -  0  i  Y W  I ^ , Y ,  = 1  , )
hl-t
que son condiciones cerradas.
Asi que si h es analitica en el disco de radio 3/2 
sera analitica en el disco de radio 1.
Mas aun, utilizando acotaciones standard en los libres 
elementales para la composiciôn tenemos
I . - H  U H - a i  4  Y
y\7/±
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De aqui, podemos obtener resolviendo la ecuaciôn lineari-
Y por el mismo método, componiendo log con la exponen-
cial
Por tanto basta con imponer como segunda condiciôn 
a h *•
exp
Una vez tenemos que aplica un conjunto compacto sobre 
s£ mismo,,la continuidad es equivalents a qùe el gràfico sec 
cerrado. Pero eso es muy fâcil puesto que el grafico es aque- 
llos pares de funciones que satisfacen (*) que,es una coleccLôn 
cerrada.
Como se ve, esta prueba es un record de simplicidad en el 
tema.
Sorprendentemente, las constantes son excelentesi
Para la funciôn
f (z) = a z + 2 ^
(un caso muy famoso)
a. - expiaA ^
Dadocue 1?-^'
podemos tomar
( ciertamente excesivo)
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que nos llova a
 0.0 '2-^ 1
sin embargo, podemos escoger otro numéro en lugar de 3/2 
en la prueba. Llamémoslo x .
^   /
( T 4
Jilamando u = log x
JUL e.
AjUL - ----------
y es muy fâcil calcular cuâl es el que da resultados optimos
A  = o.'o^4
Do becho, como he mcncionado antes se puede tomar bas- 
tante mejor, y, mâs aun, se puede observer que son los pri­
mer os numéro los que dan origen a peores constantes, etc.
Experimentalmente, parece que cl valor exacto esta entre 
0.2 y 0.3
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CONCLUSlONES
Cuando empecé a pensar en las relaciones de la teoria 
ergôdica con la Mecânica estadistica, partia de la hipôtesis 
de trabaj o de que el formalisme abstracto podia arrojar aigu- 
na luz sobre las paradej as clâsicas.
Hoy, mis opiniones sobre esto son distintas: en primer 
lugar, porque después de examinar la Termodinâmica he llegado 
a la conclusion de que en una formulaciôn algo mâs précisa (de- 
bida a Rielle, Lanford, etc.) las paradojas no son taies.En esa 
formulaciôn los problemas de construir una dinâmica son, cierta­
mente mâs dificiles (aunque estén bien formulados matemâticamente)
Jugar con el formalisme abstracto, aunque ciertamente es 
imprescindible para formular una estrategia del anâlisis, no 
es toda la historia. Mâs interesante me es buscar métodos de ana- 
lizar problemas coqcretos.
Aunque, como ya he confesado el esfuerzo puesto haya sido 
irrelevante casi para el problema de justificar la Mecânica es­
tadistica, no creo que haya sido asi para el problema de entender 
lo que es la Mecânica.
Si se me permite una analogia, que no es de tomarse muy en 
serio, podia comparar la situaciôn con lo que pasô en la Mecâni­
ca cuântica. En una primera fase, hubo que discutir,cuâl era el 
formalisme necesario,clarificar qué eran los operadores auto- 
adjuntos, etc. Después hubo que empezar con el problema, p. ej.. 
de probar que el potencial de Coulomb daba origen a un operador 
autoadj unto, probar completitud as intôtica,etc. Cuando empezaron 
a discutirse algunas patologias, hubo que reinterpretar ligera­
mente el formalisme, etc.
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En contra de lo que decia el libro de texte que estudiô 
mi generacion, (hace falta uno nuevoj), la mecânica no esté 
acabada.
En cuanto se han estudiado con detalle ejemplos concre­
tes, han empezado a aparecer comportamientos que creo obligan 
a revisar las definiciones matemâticas que habiamos dado de 
objetos frsicos (e.g. la estabilidad estructural es un concep- 
to mâs escaso de lo que séria interesante fisicamente, la de - 
finicion de atractor es demasiado restrictiva, etc.). '
Es muy posible que hoy sea premature hacer esa révision 
puesto que aûn no se ha acumulado experiencia suficiente. (Ello 
es définit!vamente cierto para el autor, aunque puede que no lo 
sea para la comunidad matemâtica). Mi impresiôn es que el desa- 
rrollo en los prôximos ahos va a venir del anâlisis de ejemplos. 
Para corroborar esto dire que en los pocos ahos que he estado 
estudiando esto he visto aparecer:
* Teoria de Pesin
* Ejemplos de Newhouse
* Aplicaciones unidimensionales
* Grupo de renormalizaciôn
* Aplicaciones twist
* Rigidez
* Dinâmica analitica compleja
Todas ellas me parece que van en la direcciôn apuntada 
y, aunque es casi increible la velocidad a la que se a progre- 
sado, mi conjetura final es que el paso se va a mantener o in- 
. p bluso a avivar.
4mm
